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译者序 


金融数学是近10多年来蓬勃发展的新兴交叉学科，已经成为国际金融领域的一 
枝奇葩，受到国际金融界和应用数学界的高度重视.金融数学的最显著特征就是有效 
地运用数学理论和方法发现和论证金融经济运行的一些规律.金融数学的重要性可用 
美国花旗银行副主席保尔 • 柯斯林于1995年3月6日在英国剑桥大学牛顿数学科 
学研究所的讲演中所作的著名论断来解释，他说“一个从事银行业务而不懂数学的 
人，实际上只能做些无关紧要的小事 . ” 

金融数学的发展曾两次引发了 “华尔街革命” . 20世纪50年代末60年代 
初， MarlkoWitz 的证券投资组合理论与 Sharpe 的资本资产定价理论开创了金融数 
学理论研究的先河，从而引发了第一次“华尔街革命”.他们两人因此获得了 1990 
年诺贝尔经济 学奖. 第二次“华尔街革命”是由 Black 和 Scholes 于1973年提出 
的衍生产品定价理论引起的，从而推动了期权交易业务的发展.1997年的诺贝尔经 
济学奖授予了 Scholes 和 Merton , 就是为了奖励他们在期权定价理论方面的杰出贡 

献.正是这两次“革命”，奠定了蓬勃发展的金融数学这门新学科的基础，同时也为 
研究新型衍生产品设计的新学科，即金融工程提供了理论基础. 

众所周知，金融市场存在不确定性和多风险性.长期以来，人们一直在探索利用 
多种因素正确评估风险资产和确定期权价格的有效方法.金融数学模型的建立，对金 
融市场风险分析、预测和监控有着非常重要的作用.特别是 Black - Scholes 模型的建 
立以套利方法为基础，为投资者提供了一种精确确定期权价格和控制投资风险的有 
效手段.同时，也为如何化解风险提供了完整的思路. 

由英国牛津大学 Alison Etheridge 教授撰写的《金融数学教程》一书，是髙等院 
校金融数学课程的一本优秀教材，被国外很多大学广泛采用.虽然阅读该书需要有一 
定的数学基础，但该书内容通俗易懂，与金融市场的实际相结合，配有大量的实际 
例子和习题.能有机会将该书介绍给国内读者，我们感到非常高兴.该书可作为国内 
数学系和商学院等有关院系的本科生和研究生的金融数学课程的教材，也可供金融 
界从业人员参考. 

本书的翻译工作是由我和我的几名研究生以及同济大学博士生王杨合作完成 
的，其中前言、第1、7章以及索引由我自己翻译，第2、6章由郭培栋翻译，第3 
章由李松芹翻译，第4章由王杨翻译，第5章由朱海燕翻译.最后由我负责全书统 
校，特别是在最后定稿阶段与郭培栋和朱海燕进行了有益的讨论，此外，朱海燕做了 
大量的文字输入工作，李松芹对全书的排版工作做出了宝贵的贡献，在此表示 
感谢， 




译者序 


本书是应人民邮电出版社图灵公司之邀翻译的.特别感谢责任编辑王丽萍女 
士，由于她的支持和鼓励使得本书的翻译工作能顺利完成.同时非常感谢该书的作 
者 Alison Etheridge 教授，她特地为该书的中文版写了序言.由于译者时间和水平所 
限，书中难免有疏漏之处，翻译不妥之处，敬请广大读者给予批评指正. 


张寄洲 

2006年3月于上海师范大学 
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刖 目 


金融数学为学术研究与产业的成功结合提供了十分生动的范例.在大学和银行业 
同时发展起来的髙深数学方法已将衍生产品业务转化成数万亿美元的市场，从而导 
致了对训练有素的学生和相应的教科书的需求. 

这本书可作为金融数学的入门课程.很明显，本书受到了 Martin Baxter 和 An - 
drew Rennie 《金融数学》一书的 影响. 我非常感谢 Martin 和 Andrew 的指导并允 
许我采用他们书中的一些材料. 

这本教材的结构在很大程度上与《金融数学》一书类似，但在数学内容上，特 
别是对随机分析的讨论，它己拓展成为一本适用于大学数学课程的教材，书中还提 
供了大量习题.为了保持教材适当的篇幅，我们已经做了一些删减，最显著的是没有 
讨论利率模型，而是把许多最流行的利率模型作为例子放在习 题中. 作为补救措施， 
在第7章对利率模型必要的数学背景进行了深入的探讨，并且我们简短地讨论了在 
金融数学的后继课程中包含的一些 主题. 习题应作为课程的一个组成部分，需要习题 
解答的教师可以写邮件给 solutions @ cambridge . org 申请. 

本书强调的是随机技术，但并不排除使用其他的方法.与其他金融数学教材相 
同，我们也采用二项式树方法来引入套利定价的概念•仿照《金融数学》一书，我们 
也给出关于鞅和随机分析在离散情形下的关键定义和结论，其中通过解析方法，重 
要的概念也变得清晰起来，从而为以后各章更多的结果作了 铺垫. 通过对冲原理 
和 Feynman-Ka« 随机表示定理，我们建立套利定价与偏微分方程方法的联系.无论 
我们采用什么方法，需要特别强调的一点是，由于在理论上依赖无套利的假设，因 
此对冲是非常重 要的. 只有存在一个“复制投资组合”，我们的定价公式才有意义. 

这本教材的早期版本是供 1997-1998 学年牛津大学数学系四年级本科生和一年 
级研究生使 用的. 虽然我们假设读者多少熟悉一点概率论，但并不意味着这是事先必 
需的知识，而且我们所见的选修那些课程的学生，他们都能很快建立必备的概念.关 
于这方面的适当背景知识，建议读者参看文献目录中列出的读物.由于一门入门课程 
只涉及学科的一些浅显内容，因此我们也建议读者广泛阅读高级读物. 

本项目得到 EPSRC 高级协会的资助•在 Magdalen 学院完成本书写作令我十分 
愉快并且不胜 荣幸， 非常感谢院长、同事、工作人员和学生们为我提供了这么优越的 
工作 环境. 许多人提出了有益的建议并阅读了本书早期的手稿.我特别要感谢 Ben 
Hambly，Alex Jackson 和 Saurav Sen . 也要感谢剑桥大学出版社的 David Tranah ， 

他在本书的形成过程中起到了极其重要的作用，他的意见是非常宝贵的.尤其应该提 
到的是，我应该对 Lionel Mason 的坚定支持和鼓励表示感谢. 


Alison Etheridge 
2001年6月 



中文版序 


我万分高兴上海师范大学张寄洲教授已经将我的书《金融数学教程》翻译成中 
文.我非常希望这本教材将会对金融市场的数学模型感兴趣的所有中国学生和教师提 
供有价值的资源，虽然该书仅给出随机分析及它对金融衍生物定价的作用一个简短的 
介绍，但我希望即使是对这个优美而又非常重要的理论有一点粗略的了解，也足以 
激起读者继续学习这方面知识的兴趣. 


Alison Etheridge 

2006 年 3 月于牛津大学 

I am deeply flattered that Professor Jizhou Zhang of Shanghai Normal University 
has translated my text “A Course in Financial Calculus” into Chinese. I very much 
hope that it will provide a valuable resource to all students and teachers in China 
with an interest in mathematical models of financial markets* It provides only a 
brief introduction to stochastic calculus and its application to the pricing of financial 
derivatives，but I hope that even a glimpse of this beautiful and powerful theory will 
be sufficient to inspire readers to go on and learn more. 


Professor Alison Etheridge ? 

Magdalen College, University of Oxford 

* E : alison. e t heridge@ magd. ox * ac, uk 

* W ： +44-1865-276098/281244 F ： +44-1865-272595 

* URL; http://www.stats.ox.ac.uk 厂 etheridg 
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单时段模型 



本章从金融和研究金融工具定价的问题入手，在简单模型的背景中，引入 
一 些基本定义.假设恰好在两个时间对市场进行观察：在零时刻金融合约生 
效； 在 r 时刻合约到期.我们进一步假设市场在 r 时刻只能处在有限个状态 
之一.虽然模型很简单，但它揭示出现代金融核心的重要性：即完全对冲的思 
想，关于金融合约，如果能找到“公平的”价格，那么对“完全市场”的概念 
和它的重要性的初步讨论也是足够的. 

尽管我们在后面会经常提到有关结果的论述，但还是可以放心地略过 1.5 
节中的证明. 


1.1 金融中的一些定义 


金融市场工具可分为两种类型： 一 类是原 生股票 (underlying stock ) ,即股 
份、债券、商品和外汇；另一类是它们的衍 生产品 （ derivative ), 即保证在未 
来给予某种支付或交付的权益，这种权益视原生股票的行为而定.衍生产品通 
过参与者对未来的交易在现在时刻确定其价格，因而能减少或扩大风险.有一 
种无需花费的合约，不但能消去股票和某些已确定未来价格的股票之间的差 
别，而且使双方都能承担属于股票自身固有的风险，并不需要资金马上去购 
买_ 


在同一市场，双方交易非常活跃的两种工具之间的联系是十分复杂和难以 
确定的.原生股票所表现出的随机特性转移到本身也表现随机性的衍生产品上. 

我们的主要目标是确定对衍生证券应该愿意支付多少钱.但首先需要知道 衍生产 
更多一点的金融术语. 品 

定义 1.1.1 远期合约 （forward contract ) 是在规定的未来日期 T 按规定的 FT " 

价格尺买（卖）一种资产的协议 _ 买方被称为持有多头，卖方被称为持有空 
头 . 




第 1 章单时段模型 


定价问 

题 


收益 


远期合约一般不在交易所里进行交易，签订远期合约不需要费用.对 
远期合约来说，“定价问题”是确定应该写进合约里 K 的值是多少，期货合 
约 （future amtract ) 与远期合约是相同的，只是期货合约是在交易所正规交易 
且具有标准化条款和特定的清算形式. 


远期合约是衍生证券最简单的例子，相应的定价问题的数学方法也很简 
单.围绕期权 ( option ) 定价问题有大量丰富的理论.期权让持有人有权利但不 
负有义务做某件事情 • 期权以许多不同的形式出现. Black 和 Scholes 由于定价 


欧式看涨期权而获得了声誉. 


定义 1.1.2 欧式看涨期权让持有人有权利但不负有义务在规定时间 r 按 
规定价格尺购买某种资产 • 

欧式看跌期权让持有人有权利在规定时间 r 按规定的价格欠出售某种资产. 


一般而言，看涨 ( call ) 是指购买，看跌 ( put ) 是指出售.术语欧式 ( Europe ¬ 
an ) 是指持有人持有期权的价值到 r 时刻，即合约期满仅仅依赖于 T 时刻的 
市场 状况. 存在其他期权，例如美式期权或亚式期权，其收益由原生资产在整 
个时间区间 [0, T ] 的表现来确定.本章的方法仅对欧式期权的讨论有意义. 

定义 L 1. 3 衍生产品合约的到期时间 T 称为执行日或到期日，价格 K 
称为敲定价格. 

那么，什么是欧式看涨期权的定价问题？假设一家公司通常必须经营一 
种有内在风险的资产，比如石油 •例 如，它们可能知道在3个月内将需要一千 
桶原油.油价可能剧烈波动，但通过以敲定价格 k 购买欧式看涨期权，公司 
知道为了购买一千桶石油他们（在3个月内）最多将需要多少钱.人们可以认 
为期权是作为保险用来规避油价上涨所带来的 风险. 当前定价问题是对给定 
的 r 和欠，确定公司应该为这样的保险支付多少现金. 

对这个例子，有一个额外的复杂 情形： 公司花钱贮存石油.为了简化我们 
的工作，首先对基于资产的衍生产品进行定价，那些资产可以在不花费额外费 

用的情况下持有，通常是公司的股票 • 同样地，我们假设对持有的股份没有额 
外的收益，即不支付红利. 


假设 条件： 除非另作其他说明，原生资产可以在没有额外费用和收益的情况 

下被持有. 


在第5章将放宽这个假设条件. 

假设公司要签一份合约，赋予它一种权利，但不负有义务，以价格 K 购 
买3个月到期的一单位的股票，公司将为这个合约支付多少钱？ 

首先，我们需要知道在到期日，这个合约的价值是多少.如果期权持有 
到期（这里时间是3个月），原生股票的实际价格是且 5 V > / C ， 那么期 
权将被执行.此时，称期权处于实值 （in the money ) 状态，即以价格购 
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买价值为办的股票.对公司来说期权的价值就是（知- iO . 另一方面，如 
果 StCK ， 那么从开放市场上直接购买原生股票将会更便宜，所以，期权将 
不被执行.（期权有不执行的自由权正是期权与期货的区别.）因此期权失去价 
值且处于虚值 (out of the money ) 状态彳如果 St = K ，期权处于平值 （at the 
money ) 状态 . j 因此期权在 T 时刻的收益是 

(St — K) + = max{(5T — K) y 0}. 

图 1-1 表明在到期 H 3 类衍生证券的收益 情况： 远期购买期权，欧式看涨 
期权和欧式看跌期权，每一种都是到期日股票价格的函数，在零时刻，衍生产 
品合约生效之前，我们允许自己是空头. 





图 1-1: 敲定价格为 K 的 （ a ) 远期购买期权 （ b ) 欧式看涨期权 （ c ) 欧式看跌期权在到 
期 H 的收益是 St 的函数 

我们已经指出欧式看涨期权可以减少风险.当然，投机者也可能会以股 
票上涨作为赌注利用它进行投机.事实上，通过持有组合，即前面已经描述过 
的“标准”期权的组合，我们可以设计相当复杂的投资选择.这里，我们给出 
一个例子，在习题1中，有更多的例子. 

例 1.1.4 [同价对敲 ( straddle )] 假设投机者希望股票价格有一个大的变 
动，但他不知道变动的 方向. 那么一个可能的组合就是同价对敲.这涉及到同 
时持有具有相同敲定价格和到期日的欧式看涨期权和欧式看跌期权， 

解释 同价对敲的收益是（办-尺)+(来自看涨期权）加上（允-办)+(来 
自看跌期权)，即 \ Sr - Kl 虽然这种组合的收益总是正的，但在到期日， 
如果股票价格非常接近敲定价格，那么收益将不足以支付购买期权的费用， 

从而使投资者有损失_另一方面，价格上较大的变动也可能会带来丰厚的利 
润_ □ 


组合 


3 
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1.2 远期合约定价 


为了求解定价问题，对市场的运作方式，我们必须作出一些假设.为此， 
我们从详细讨论远期合约开始. 

回想远期合约是以规定的未来日期和规定的价格购买（或出售）某种资 
产.假设某人同意在: T 时刻以价格兄购买某种资产.那么在: T 时刻，其收益 
正好为 s t - k ， 这里办 是 r 时刻资产的实际价格.收益可能是正的，也可 
能是负的，因为签订远期合约是不需要任何花费的，对远期合约来说，这也就 
是全部收益（或损失).现在的问题是如何确定 X 的公平价格. 


期望值 

定价 


签订合约的时候，我们并不知道办，我们只能对它进行猜测，更正式地 
说，确定它的概率 分布. 一个用途广泛的模型（作为第 5 章中 Bla^k-Scholes 


分析的基础）是股票价格服从 对数正态分布 （lognormally distributed ), 即存 
在常数1/和 a ， 使得 S t / Sq ( T 时刻的股价除以零时刻的股价通常称为回 


报 （ return)) 的对数 (logarithm) 服从均值为 za 方差为 <j 2 的正态 分布. 用符 
号表示 如下： 


P 


St 




So 


€ [a, b] 


P 



log 


log 6 


S T 

1 


€ [log a, log b] 


log a 


y/2na 


exp 


(x - 

一 2(J 2 


dx. 


注意股价是正的，从而 a 和&也是 正的， 因此，上式右边的积分是有意义的. 

我们的第一个猜想是 E [ S T ] 应该表示写进合约中的公平价格.然而，它与 
市场价格很难一致.事实上，我们将表明利息是定价问题的关键. 

无风险 我们需要 一 个货币的时间价值 (time value of money) 模型：现在的 1 美 

利率 元可能比以后某个时刻的1美元更有价值_假设对 这些未 来期望的市场（债券 
m 市场）的价格由某种利率决定.特 别地： 


货币的时间价值:假 设对于小于某个时间 T 的任何时刻 r 和某个常数 r > 0, 
在: T 时刻1美元的现值期望是 e - rT . 于是利率 r 是这个时间段中的 连续复 
利的 （continuously compounded ) 利率. 


这样的市场，比如说由美国政府债券衍生的市场，不带有违约风险，即对 
未来美元的承诺将总会兑现.为了强调这一点，我们因此通常称 r 为无风 险利 
率 （ risk-free interest rate ), 在这个模型中，通过购买或出售现金债券，投资者 
可以以同样的无风险利率贷款和借款给别人而获得利息. 


1.2 远期合约定价 
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在实际中利率市场不是这样简单，但这是我们在后面将要讨论的议题. 

我们现在证明正是无风险利率，或等价地是现金债券的价格，而不是对数 套利定 
正态模型使得选取的敲定价格冗出现在远期合约中. 价 

对不同的货币利率是不同的，因此为了确定起见，假设我们是在美元市场 
中操作，这里（无风险）利率是 r . 

• 首先假设 K > S 0 e rT . 出售者有义务在 r 时刻以 K 美元交付一单位股 
票，采用如下 策略： 在零时刻借入 ^美元 （即以价格5 0 美元出售债券） 

和购买一单位股票.在: r 时刻，她应该支付 S 0 e rT 美元，但她有以 K 
, 美元出售的股票，从而获得确定的利润- S 0 e rT ) 美元. 

•如果仄 < S 0 e rT , 那么购买者会釆用相反的 策略. 她在零时刻以美 
元出售一单位股票和购买现金债券.在 r 时刻，债券获得 S 0 e rT 美元， 

她以 K 美元买回一单位股票，从而获得确定的利润 ( Soe rT - K ) 美元. 

除非仄 = S 0 e rT ,否则总可以保证一方参与者获利. 

定义 1.2.1 获得无风险利润的机会称为套利机会. 

在现代金融理论中建立模型的起点是规定不存在套利机会.（事实上，有 
人完全靠利用套利机会过日子，但是在市场价格波动将他们淘汰出局之前，这 
样的机会不会长时间 存在. 在一段时间内，市场价格的波动可使这样的机会消 
失 •） 我们己经证明下面的引理. 

引理 1.2.2 假设市场无套利，私为零时刻的股票价格， r 为无风险利 
率，那么到期日为 r 的远期合约敲定价格为尺 = 5 Q e rT , 

有时称 5 oe rT 为套 利价格 (arbitrage price ) ,也称为股票的远 期价格 ( for ¬ 
ward price ). rs 

注释在引理 1.2.2 的证明中，购买者出售可能不属于自己的股票，这被 
称 为卖空 （short selling ). 之所以发生这种情况，是因为投资者可以“借”股票 
和钱. 口 

当然，远期合约是一种特殊类型的衍生产品.虽然上述论述并没有告诉我 

们怎样确定期权的价值，但寻求一种不使参与双方获得无风险利润的价格的策 
略在下面是十分重要的. 

重温前面的内容.为了定价远期合约，构造包括一单位原生股票和 - Sb 
现金债券的投资组合，该组合在到期时刻 T 的价值恰好是远期合约自身的价 
值_这样的投资组合称为完 全对冲 (perfect hedge ) 或 复制投资组合 （replicating 
portfolio ). 这种思想是现代金融数学中最重要的范例，并且在后面的论述中反 

复提到.带有讽刺意义的是，我们将反复使用 “ 期望” 一词， 但是把它作为完 
全对冲设计中的一种工具. 
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1.3 单时段两值模型 


现在转过来确定欧式看涨期权的公平价格，为此，我们首先考虑一个描述 
市场价格波动的更简单模型.我们再次假定只在两个时刻观察市场， 一 个是合 
约生效日，另一个是合约的到 期日， 然而，现在我们假设股票价格在: r 时刻 
只有两种可能的值.我们看一个简单的例子. 

欧式看 例 1.3.1 假设某个股票的现价是 2500 日元.一个 6 个月到期的欧式看涨 

涨期权期权，其敲定价格是3000日元.投资者相信在6个月内股价为4000日元的 
定价 概率是1/2，为2000日元的概率是 1/2. 因此，他计算出期权（当它到期时) 
的期望值是500日元.日元的无风险利率现值为 a 因此，投资者愿意为期权 
支付500日元，这是公平价格吗？ 

解 根据前节的内容，读者可能已经猜测到这个问题的答案是否定的.我 
们再次表明该合约的一方能获得无风险利润.在这种情况下，他是合约的出售 
者.下面是他可能采取的许多种可能的策略之一. 

策略： 在零时刻，出售该期权，借入2000日元并购买一申位股票. 

• 首先，假设在到期日，股票价格是4000日元，期权持有人执行合约.因 
此，他必须以3000日元出售股票.这时，他有（-2000 + 3000) 日元， 
即1000日元. 

• 其次，如果在到期 tl 股票价格是2000日元，那么期权持有人不执行 
[63 合约.因此，他在公开的市场上以2000日元出售他的股票，这时他持有 

的净现金是（-2000 + 2000) 日元，即，他恰好不亏不贏. 

以上两种方式，合约的出售者有获得利润的机会而没有损失的风险.这说 
明期权的价格太高. 

那么期权合适的价格到底是多少呢？ 

我们从合约出售者的角度来考虑.记为合约到期时的股票价格，出售 
者知道为了获得想要的权益，在 T 时刻他需要有 （ SV -3000)+ 曰元.想法 
是，为了保证这一点，在股票与现金的组合中，出售者要计算在零时刻他需要 
多少钱. 

假设合约出售者用出售期权获得的现金购买一个由^日元现金和&份 
额股票构成的投资组合.如果在到期日股价是4000日元，那么在 T 时刻投 
资组合的价值是+ 4000^2. 期权的出售者要求这个价值至少是1000日 
元，这就是说，由于利率为0， 

xx + 4000 ar 2 ^ 1000. 
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如果股价是2000日元，期权的出售者只要求投资组合的价值是非负的， 


也就是 


xi + 2000x2 >0- 


在图 1-2 中，如果 ( x u x 2 ) 位于阴影区域内，那么期权的出售者就能获得（无 
风险）利润.在区域的边界上，除两条直线的交点以外的所有点，都有获得利 
润的可能性而不可能有损失，用点 ( x u x 2 ) 表示的投资组合准确地给出了在 r 
时刻期权出售者所需要得到的权益的价值. 



图 1-2: 在例 L 3.1 中，如果合约的出售者能够购买属于阴影区域中的任何投资组合， 
那么他就能获得无风险利润 

求解这两个联立方程，当& =-1000和办=1/2时，期权的出售者恰好 
能获得权益的价值.构造零时刻这个投资组合的费用是 (-1000 + 2500/2) B 

元，即 250 日元.对任何高于 250 日元的期权价格，出售者能获得无风险利 
润- 

如果期权的价格少于250日元，那么购买者可以通过“借入”投资组 

合（心，办）和购买期权而获得无风险 利润. 因此，在无套利的假设下，期权的 
公平价格是 250 日元. □ 

注意到就像对远期合约那样，我们不利用对可能的市场波动事先设定的可 
能性来达到公平价格.我们仅需要通过简单的投资组合就可以复制权益的事 

实.出售者可用由 a H 元的现金和 a ： 2 份额的股票构成的投资组合来 对冲未 
定权益 (hedge the contingent claim) (5 t — 3000)+ 日元. 

我们能用同样的论证来证明下面的结果. 

引理 1.3.2 假设无风险美元利率（到某个时界 r > T ) 为 r . 用 S 0 表示某 
个资产在零时刻的（美元）价值.假设股票价格的运动使得资产在 T 7 时刻的价 


欧式期 

权定价 

公式 
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值为 S 0 u 或 Sod , 且进一步假设 

d < e rT < u . 


那么在到期曰 T 具有收益 C ( S T ) 的欧式期权在零时刻的市场价格为 

而且，期权的出售者可以用出售期权获得的现金购买零时刻的 



C ( S 0 u ) - C ( Spd ) 

Squ 一 Sq(1 


( 1 . 1 ) 


份额股票和持有的剩余债券，来构造一个在: T 时刻价值为（办- K ) + 的投资 
组合. 

证明由习题 4(a) 给出， 


1.4 二值模型 


关于两值模型有几点是很特殊的 . 特别地，我们假设资产价格在 T 时刻 
必须取两个规定值之一 . 如果我们允许资产价格在 r 时刻取三个可能的值之 
一， 情况将如何呢？ 

我们可以重复 1.3 节中的分析 . 出售者能够通过由 n 日元的现金和心份 
额的股票构成的投资组合复制在 T 时刻的权益.这里对应于 5 r 的 3 种可能 
值，将要考虑 3 种情形 . 如果利率为零，那么有 3 个不等式 

X! + StX 2 > (St - 3000)+, i = 1 ? 2,3, 

E] 这里路 表示 S T 的可能取值 . 现在的图形与图 1-3 有点相像 . 

为了保证在 T 时刻的权益，出售者要求 On, 奶）位于阴影区域，而在这 
个区域的任何点，她有获得利润的绝对可能性而不可能损失.在这个阴影区域 
以外的任何投资组合则有损失的风险 . 不存在完全复制权益的投资组合，对期 
权而言也不存在惟一的 “ 公平 ” 价格 . 

市场不是 完全的 (complete) , 也就是说，存在不能完全对冲的未定权益 . 

更复杂 当然，我们将把工作限于对冲一种权益的方法 . 首先，我们仅允许自己的 

模型 投资组合由原生股票和现金债券构成 . 真实的市场往往比这种情况更复杂.如 

果我们允许自身同第三个 “ 独立 ” 产交易，那么这将在 R 3 中产生 3 个不平行 
的平面 . 它们将相交于代表完全复制权益的一个投资组合的某个点 . 于是，这 
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图 1-3: 如果股票价格在 r 时刻取3个可能的值，那么期权的出售者在任何没有损失 
风险的点有获得利润的绝对机会 


产生了一个 问题： 在一个更复杂的市场模型中何时存在套利机会？在下一节 
的单时段模型中我们将回答这个问题.我们已经置身于其中的第二个约束条 
件是不允许我们在合约的出售时间和到期日之间调整投资组合.事实上，正 
像在第2章中看到的，如果我们考虑市场在0和7 1 之间的某些时刻是可观测 
的，且允许出售者在这些时刻调整她的投资组合（不改变它的值)，那么，我们 
能允许在 r 时刻股票价格可取任何可能的值，并且通过恰好由原生股票和现 
金债券组成的投资组合仍然可以复制在 t 时刻的每个权益. 


1.5 无套利特征 


在两值模型中，通过简单地求解两个联立方程容易找到期权的正确价 
格_然而，两值模型是很特殊的，在后面的三值模型中，警报铃可能拉响.两 
值模型仅仅描述单个股票（和单个债券）的演变.对三值模型，解决种种困难 
的出路在于允许与另一个“独立”资产进行交易 • 在本节，我们把这种思路推 
广到更复杂的市场模型中，这些模型的特征是存在足够多的独立资产，它们的 
任何期权具有公平价格.除了定义 1.5.1 和定理 L 5,2 的论述以外，本节其他 
部分可以略去. ’ 

现在市场由有限个（但可能为数很大）可交易资产组成.我们再次限于单 
时段模型，其中市场只在零时刻和某个固定的未来 T 时刻是可观测的. 然而， 
将两值模型推广到多时段的情形与 2.1 节中叙述的多时段两值模型完全一样. 


7 V 个 

资产的 

市场 
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假设在市场上存在个可交易的资产，它们在零时刻的价格用列向量表 
示： 


说=(碎，瑞，…，被)4 


(玲\ 
Si 
* 

\ S 0 N ) 


记号： 对向量和矩阵用上标 “ t ” 表示转置. 


10 


市场的不确定性可用在 T 时刻有限个可能的状态来表示，记为 i = 
1，2, •…， n . 在 T 时刻证券价值可用 AT x n 矩阵= ( Aj ) 表示，这里当市场 
处于状态办系数是在 T 时刻的第 i 个证券的价值 • 当 N = 2( 股票和无 

风险现金债券）和 n = 2( 由办的两个可能值决定的两种状态）时，即为两值 
模型- 


在这个记号中，可以认为投资组合就是向量0 = (&，&，••• 

它在零时刻的市场价值为数量积 So ^9 = + s 胩 2 +…+ s ^ e N . 在了时 

刻，投资组合的价值是 IT 中的一个向量，其第 i 个值是市场处于状态 i 时投 
资组合的价值.记 r 时刻的价值为 


( D ±101 + £>21^2 + …十 Dni^n \ 

乃 12 沒 1 + D 22 O 2 + … • + Dn2^N 

= D f 0. 


\ Di n 9i + D2n^2 + …+ Dn^On / 


记号：对于向量 x € R n ， 如果对元所有的€ = 1，•，-，几，3； = (a：i，* , r n ) 
以及 A > 0,则记 x ^ O^Lxe Rl.x > 0表示 x^O Rx ^ Q . 注意 x > 0 
并不要求对它的所有坐标严格正•对 IT 中的向量，记 x 》0或 a: e Ri + 表 
示它的所有坐标是严格正的. 


在这个记号中，套利 （ arbitrage ) 是一个投资组合 9 eR n 且满足 

S 0 9^0, > 0 或 5 0 • 6> < 0, DH ^ 0. 

套利定 在这个模型中，套利定价的关键是状态价格向量的概念. 

价 定义 1.5.1 状态价格向量是一个满足5" 0 = £)畛的向量分€ RJ + 


1.5 无套利特征 
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为了说明用这个术语是自然的，我们首先用分量写出 


m 


/ D ±1 

D21 

= ^1 



+々 2 


D12 

D22 



H - + 咕 n 


D\ n \ 

D 2 n I 




V d n1 j 


\ Djsf2 / 


Nn 


( 1 . 2 ) 


向量乃⑷乘以也表示当市场处于状态 i 时证券价格向量.可以认为呶是当 
系统处于状态 i 时，在这段时间的最后时刻获得的一份额外份额的价值在零时 
刻的边际成本.换句话说，如果在这段时间的最后时刻，市场处于状态 i ， 那 
么对在零时刻每一个附加的投资洳，投资组合的价值增加到 1. 为了明白这一 
点，假设能找到向量{妒 G 使得 

= J ■时， 


e {i) - D {j) 


1， 当 i 
0，其他 


也就是说，在 T 时刻，投资组合 0(0 的价值是市场在状态 i 时的指 f 函数•从 
而，根据等式（1.2)，在零时刻购买的）的费用就是洗‘ 0⑷= ( f ： 如 ㈤ • 

j~i 

0^ = ^ 这样的投资组合称为 Arrow - Debreu 证券 （ Arrow-Debreu 

security). 

在 1 . 6 节中，我们将用一个更简便的方法来处理状态价格向量，但在这 
里，首先给出一个主要的结果. 


定理1.5. 2 对上面描述的市场模型，市场无套利当且仅当存在状态价格 

向量. 


由 Harrison & Kreps (1997) 给出的这个结果是通常被称为资产定价基本 
定理的最简单 形式. 证明是 Hahn - Banach 分离定理的 一 个应用，有时称为 
分离超平面定理 （Separating Hyperplane Theorem ). 我们也需要里斯表示定 
理 （Riesz Representation Theorem ), 回顾 M Q 是一个锥，如果 x e M ， 

对所有严格正数 A ， 蕴涵 Arc G Af ， 同时]中的线性泛函 (linear funtional ) 
是一个线性映射 F : R d ^ R . 


定理 1.5. 3 (分离超平面定理） 假设 M 和尺是 R d 中在原点恰好相交的 
闭 凸锥. 如果尺不是线性子空间，那么对每个 xeM 和每个非零的 ye X ， 
存在非零的线性泛函 F 使得 F ( a :) < F ( y ). 

分离超平面定理的这种形式可在 Duffie (1992) 中找到. 

定理 1.5.4 (里斯表示定理 ） 空间上任一有界线性泛函可写为 F ( x ) = 
即尸 ㈤ 是某个固定的向量如 e 与 X 的内积. 

定理 1.5.2 的证明 在定理 1.5.3 中取 rf = l + n ， 且令 

M = |(-5 0 - 9,0 1 0) : 6 e R n ^ C R x R n = R 1+n ， 


11 
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图 1-4: 市场无套利当且仅当定理 1,5.2 中的区域 K 和 M 仅在原点相交 

K = R + x R ! 

注意 k 是 一 个锥而不是 一 个线性空间， m 是 一 个线性空间.显然，如 
图 1-4 所示，存在无套利机会当且仅当 K 和 M 在原点正好相交.因此必须证 
明 iC n M = {0} 当且仅当存在状态价格向量. 

⑴首先假设 K n M = {0}. 由定理 1.5.3, 存在线性泛函 F : R d _ — R 使得 
对所有的 zeM 和非零的 xeK , F ( z ) < F ( x ). 

第一步是证明 P 在 A / 上必定为零.我们利用 M 是线性空间的事实.首先 
由观察可知 F (0) = 0( 根据 F 的线性性）和0 e M . 因此， MxeK , F ( x ) ^ 0 
对 : r e 欠\{0}， F ( x ) > 0. 固定 a：。e X 且 x 0 # 0 . 现在取任意的 z e M ， 
则< F ( x 0 ), 由于 M 是线性空间，因此对所有的 A eR ， 也有 AF ( z ) = 
F { Xz ) < F ( x 0 ). 这个结果只有当尸(幻 = 0 时才能成立. zeM 是任意的，因 
此在 M 上 F 必定为零. 

实际上我们现在利用这一点以显式方式来构造 p 中的状态价格向量.首 
先由里斯表示定理，对某个 v 0 eR d ， 记 F 为 F ( x ) = 为了方便， 

记幻 0 = ( a »， 这里 a G M 和0 G M n . 于是 

F ( v , c ) = av + 彡 • c ， 对任何 （ u ， c ) 6 M x R n = R d . 

因为对所有非零的 xeK , F ( x ) > 0, 所 以必有 a > 0 和冷 》 0( 考虑沿着每 
个坐标轴的向量).最后，由于在从上尸为零， 


- aS 0 G + 令， 00 = 0, - 
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观察到帘=(乃0)4,上式成为 

- aS 0 - 6 + ( Dcf >) 9 = 0, ^9eR N , 

这意味着 — a 5 0 + i ^ = 0. 换句话说， So = D (4>/ a ). 因此向量 < =冷 / a 是一 
个状态价格向量. 

( ii ) 现在假设存在状态价格向量也我们必须证明 ii：nM = {0 }. 根据定 
义， S 0 = D 呛， 因此对任意投资组合(9， 

Sq * 0 = (D^) • Q = 屮， 、 D l G) • (1,3) 

假设对某个投资组合0， (-5 o - 0,0*9) e K . 于是有和-灸•沒彡 
0 - 但由于矽》0，如果 DH e RJ ， 那么 0 • ( D ^) > 0, 根据•等式 （1.3)， 
有 So ， 0 彡 0. 因此必有 So 1 = 0和 PM = 0 ,也就是 A ： n Af = {0}. 得 

证. □ 

1.6 风险中性概率测度 


对多资产市场模型，状态价格向量是套利定价的关键.虽然我们已经对此 

有了经济上的解释，为了引出概率和鞅的完整方法，我们需从不同的角度来考 
虑. 


回忆4的所有分量严格是正的， 
记必 o = EILi 咖，我们可以把 


一、%,， 

看成以不同状态存在的概率向量.特别强调的是，它们可能完全与我们观察到 
的市场如何波动无关.首先， 

^0是什么？ 

假设像在两值模型（其中有一种无风险现金债券）中那样，允许市场有正 

的无风险 利率. 在这种一般的情形下，我们只假设通过投资组合么可以复制 
这样的债券使得 


，钉 


( L 4) 


D l e = 




13 


状态价 

格和概 

率 



14 


第 1 章单时段模型 


即不管市场处于何种状态，在: T 时刻投资组合的价值是 1. 利用分是一个状 
态价格向量的事实，我们计算这样的投资组合在零时刻的费用是 

n 

s Q ，e = (Di)) •0 = 4 . (d^)= E 也 = 分 0 . 

重用 期即咖 代表无风险利率的贴现.用 1.2 节的记号， 如= e - rT . 

望 现在在由向量 （1,4) 给出的概率分布下，在 r 时刻第 i 个证券的期望值是 

E [路]=|>0急=去 |>一)=忐%， 

这里在最后的等式中我们已经用到了 So = 也就是 

Sq — ^ 0 E [ St ], i = l ".‘， n . (1.5) 

这说明在概率分布 （1.4) 下，任何证券的价格都是它的贴现期望收益.同样的 
结论对任何投资组合必定成立.这一点为我们考虑未定权益的定价提供了一个 
新思路. 

定义 1.6.1 称权益 <7在刃时刻是可达的，如果它能被对冲，即存在在 r 
时刻价值正好为 c 的投资组合. 

圓 


记号： 当要强调概率测度 Q 时，用 EQ 表示期望算子. 


定理 1.6.2 如果市场无套利，那么在 r 时刻的可达权益 C 在零时刻的惟 
一 价格是 ^oE Q [C], 这里期望与任何概率测度 Q 有关，而对这样的 Q 而言， 
对于所有 i 和咖，绰= ^ oE ^[ S z t ] 是关于无风险利率的贴现， 

注释注意关键是权益是可达的（见习题 11). □ 

定理 1.6.2 的证明 根据定理 1.5.2， 存在状态价格向量，从而有概率测 
度 (1.4) 对所有的 i 满足瑞= 咖 E [路]，由于权益能被对冲，故存在投资组 

合使得 = 在无套利的情况下，权益在零时刻的价格就是这个投资 
组合在零时刻的费用 

N 

0 • So = 0 ^ ( 咖 E[iSV]) = 矽 0 9iE[S^] = ^qE[9 - St]- 

i=l 

由丁•在无套利情况下，只存在惟一的无风险利率，所以如果期望是对任何概 

率向量 Q 计算的，而对这样的 Q ， 舄= WE Q [ 终]，那么获得同样的值.证 
毕. n 


1.6 风险中性概率测度 
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用这个说法，套利定价结果告诉我们，如果能找到一个概率测度，使得 风险中 
每个原生证券在零时刻的价值是它在: T 时刻的贴现期望值，那么我们就能通 性定价 
过计算任何可达的未定权益的贴现期望求出它在零时刻的价值.注意到无论权 
益是什么，我们都用同样的概率向量. 

定义 1.6.3 如果在时刻市场处于 n 种可能的状态之一，那么对每个证 
券价格是它的贴现期望收益的概率 向量芒 = (Pl ， P2, . • . ， Pn) 》0， 称其为风险 
中性概率测度或等价轶测度. ^ 

术语等价反映了条件 P 》0,参见定义 2.3.12. 资产定价基本定理（定 
理 1.5.2) 的简单形式指出在一个无风险利率为正的市场中，市场无套利当且仅 

当存在等价鞅测度.我们将把通过计算与风险中性概率测度有关的期望这个定 
价过程称为 风险中性定价 ( risk - neutral pricing ). 

例 1 . 3.1 重现 回到关于欧式看涨期权定价的第一个例子，并证实上述公 
式实际上给出套利价格. 

现在恰有两个证券，一个是现金债券，另一个是原生股票.在借贷情况 
下，贴现为你=6-^，但我们假设 H 元利率为零，因此吻 ) = 1. 在 T 时刻 
证券价值的矩阵是 nsn 


、 4000 2000 ) 

记 P 为风险中性概率，其证券价格向量为 （1,4000 广如果股票价格等于它的 
贴现期望收益，则 P 必须满足方程 

4000 p + 2000(1 - p ) = 2500, 

它的解为 p = 0.25. 如果在到期 H 股票价格是4000日元，则未定权益为1000 
H 元，否则为零.在风险中性概率下，权益的期望值，以及由此而来的期权价 
格（因为利率为零）是 0.25 日元 x 1000= 250 H 元，结果与前面相同， 

这个方法的优点是，用概率 p 作 支持. 通过取同样概率测度的期望，对于 
具有相同到期日 （6 个月时间）股票的所有欧式期权的定价，现在成为一件容 
易的事情.例如，对敲定价格为3500日元的欧式看跌期权，其价格为 

E[(K - S T )+] = 0.75 x 1500 = 1125 (日元 )• 

对每个新的权益，我们原来的论证有可能产生一个新的联立方程组. 口 

如果存在权益的套利价格，也就是权益是可达的，那么我们现在对套利 完全市 

价格有了一种处理方法.但必须小心，即使该方法是可行的，套利价格也只对 场 

可达权益是存在的. 

定义1. 6 .4 市场称为完 全的， 如果每个未定权益是可达的，即如果能够 
对冲每个可能的衍生产品的权益. 
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命题 1.6.5 —个由#个可交易资产组成的按照单时段模型演变的市场， 
如果在这段时期的最后处于 n 个可能的状态之一，那么它是完全的当且仅 
当 N 和证券价格矩阵 D 的秩是 n . 

证 在市场中，任何权益可以表示 为向量对权益的对冲将是一个 
投资组合 = 9 ( v ) E R N , 它满足 DM = t ;. 通过解 iV 个未知数的 n 个方程， 
找出这样的見因此对每个 v 的选取，对冲投资组合存在当且仅当 JV > n 和 D 
的秩是 n . 证毕. 口 

特别地，注意单时段两值模型是完全的. 

假设市场是完全的和无套利的， Q 和⑶表示任何两个等价鞅测度.根据 
完全性每个权益是可达的，因此利用只存在惟一的无风险利率的事实，对每个 
随机变量 X ， 

E q [ X ] = E Qf [ X ] . 

ns 换句话 说 / QzQ '. 因此在一个完全的无套利市场，等价鞅测度是惟一的. 


到目前 

为止的 

主要结 

果 


在两个 

不同的 

市场交 

易 


对单时段市场的主要结果总结如下，这些结果将会被反复提到， 

单时段模型的 结果： 

• 市场是无套利的当且仅当存在鞅测度 Q . 

• 市场是完全的当且仅当是惟一的. 

• 可达权益 C 的套利价格是 e~ rT E^[C]. 

鞅测度是一个强有力的工具.然而，在一个不完全市场，如果权益 6* 是 
不可达的，那么不同的鞅测度可给出不同的价格.公平价格的无套利概念仅仅 
当能对冲时才有意义. 

我们必须更小心试探 • 重要的是，在计算风险中性概率中所有被建立了模 
型的资产在同一个市场是可交易的.我们用一个例子来说明. 

例 1 . 6.6 假设在美元市场当前的英镑汇率是 1.5( 因此100英镑可兑换150 
美 元). 考虑一个欧式看涨期权，它赋予持有人在 J 1 时刻以150美元购买100 
英镑的权利.无风险利率在英国是 u 和在美国是 r . 假设一个单时段两值模 
型在到期时间的汇率是 1.65 或1.45，求出这个期权的公平价格. 

解现在有一个问题.汇率是不可交易的资产.在美元市场，英镑现金债 
券也是不可交易的资产.但在英镑市场，它却是一个可交易资产.然而，两者 
的乘积是一个美元可交易资产，用负表示该积在 t 时刻的价值. 

现在，因为在英国，无风险利率是仏对英镑现金债券的价格如果允许 
在 r 时刻支付1英镑，那么它在零时刻是 e - 当然，在 r 时刻债券价格 
是 1. 因此我们有 5 0 = e-“ T 150 和 SV = 165 或 5V = 145. 

设 P 表示= 165 时的风险中性概率，因为在: T 时刻的 “ 资产”的贴现 



习题 
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价格（在美元市场）必有期望灸，故得 

150e~ uT = e~ rT (165p+ 145(1 - p ))， 


由此求出 



150e( r - u ) T - 145 
20 


期权的价格是关于这个概宇的贴现期望收益，其值为 


% 


15 p 


3 

4MIM 

4 


150e_ uT - 145e 



□ 


习 



1. 从下列每一种策略中能反映出有关市场的什么看法？ 

( a ) 牛市垂直差价期权 (Bullish Vertical Spread ) :买进一个欧式看涨期权，卖出 
另一个具有相同到期日但敲定价格较高的欧式看涨期权. 


( b ) 熊市垂直差价期权 （Bearish Vertical Spread ) : 买进一个欧式看涨期权，卖出 
另一个具有相同到期日但敲定价格较低的欧式看涨期权. 


( c ) 看跌三合期权 （ Strip ): 买进一个欧式看涨期权和两个具有相同执行日和敲定 
价格的欧式看跌期权. 

( d ) 看涨三合期权 （ Strap ): 买进两个欧式看涨期权和一个具有相同执行日和敲定 
价格的欧式看跌期权. 

( e ) 异价对敲 （ Strangle ) :买进一个欧式看涨期权和一个具有相同到期日但不同的 
敲定价格（考虑所有可能的情形）的欧式看跌期权. 


2. 蝶式差价期权 （butterfly spread ) 表示对一手买进一手卖出策略的补充选择.在 
到期日，它有下列收益： 

求由具有相同到期日的欧式看涨和看跌期权构成且具有这个收益的投资组合. 

3. 假设某种资产的价格服从对数正态分布，即 log ( S T /5 0 ) 服从均值为 X /和方差 
为 < r 2 的正态 分布. 计算 E [ StI 

4. ( a ) 证明引理 1.3.2. 

( b ) 如果去掉假设将会发生什么？ 

5. 假设当前汇率是100英镑兑换160欧元.投机者确信在年末1英镑有1/2的 
可能性会跌到 1.40 欧元和1/2的机会将会涨到 2.00 欧元. 因此他买进一个欧式看跌 
期权，赋予他在年末以 1.80 欧元出售100英镑权利（但不负有义务).他为这个期权 
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支付20欧元.假设在欧元区无风险利率为零.利用单时段两值模型，构造一个策略并 
证明当事人必有一方可以获利或证明这是一个公平价格. 

6. 如果给基于像石油这样的商品的期权定价，应该怎样修改例 1.3.1 中的分析？ 

7. 证明如果市场无套利，那么在零时刻构造的在: T 时刻精确地复制权益 C 的任 
何投资组合在零时刻都有同样的值. 

8* 看跌-看涨期权平价公式 ( Put-call parity ) :用 Ct 和 Pt 分别表示在 t 时刻的 

欧式看涨和欧式看跌期权的价格，它们具有相同的到期日: r 和敲定价格假设无风 
险利率 r 是常数，且市场无套利.证明对每个 

9. 用风险中性定价方法确定习题5中期权的价值.通过构造在合约的到期日精确 
地复制权益的投资组合来验证你的答案. 

10. 在到期日远期合约的收益是什么？试用风险中性定价方法求解远期合约的定 
价问题. 

11. 对 1.4 节中的原生资产，考虑三值模型.存在多少等价鞅测度？如果存在两 
个不同的鞅测度，那么它们对一个权益能给出相同的价格吗？存在套利机会吗？ 

12. 假设在了时刻某个股票的价格是具有分布 P 的随机变量，注意这里无需假设 
为两值模型.该股票上载明的期权在 T 1 时刻收益为考虑由0份额原生资产和0份 
额债券构成的投资组合，持有到 T 时刻，且记为它在零时刻的价值.假设利率为 
零.证明在 r 时刻，权益为 c 的该投资组合的持有者所需的额外现金是 


对 Vo 和0的值，求出使 


^ -Vo-4>{St - So). 


习题 
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取最小值的表达式（用和 cov(5t, C ) 表示)，且对这些值验 

证 E [少]= 0. 

证明对两值模型，任何权益 C 线性依赖于办 - 洗.由此推断在该情形下，能找 
到 F 0 和0使得少= 0* 

如果模型是不完全的，那么使 E [屯 2 ]达到最小值的参数对应于求解 C 的最佳线性 
逼近（基于 Sr -* S 。). 期望的对应值是期权内在风险 (intrinsic risk ) 的一■个测度. [19 

13_ 远期汇率 （Exchange rate forward ) :假设无风险利率在英国为 w , 在美国 
为 r . 一 个美元投资者希望设定汇率 Cr ， 在远期合约中两个当事人愿意在 T 时刻以1 
英镑兑换 Cr 美元 • 如果1英镑现值为 Co 美元， C T 的公平价值是多少？ 

14, 在例 L 6.6 中，期权卖方出售一个数 字期权 (digital option ) 给投机者.这相 
当于是资产价格上升的赌注_如果汇率上升到每 100 英镑兑换 165 美元，收益是固定 
量的现金.如果汇率下降，收益为零.如果投机者为这个赌注支付10美元，那么期权 
卖方愿以什么价格 出售该期权？ 我们 可以假设利率为零. 

15. 现在假设在例1. 6 ,6中期权的卖方在英镑市场中操作.重新表述英镑可交易的 
市场和求相应的风险中性概率.它们与由美元交易者计算的风险中性概率相同吗？由英 
镑交易者计算的期权在零时刻的美元费用是多少？ 

这是 计价单位变换 (change of numeraire ) 的一个例子.美元交易者使用美元债券 
作为无风险资产的参照物，而英镑交易者使用英镑债券. [20 






二项式树和离散参数戰 


引言 


本章我们建立一些更复杂的市场模型，这些模型在一连续的时段内追踪 
股票价格的演化 过程. 在每一个单时段上，市场遵循第1章的简单的两值模 
型.股票价格演化的轨迹构成一棵树•第1章所得结果的一个推论，就是通 
过对树的某些概率取期望，而依托这棵树的股票价格演化过程是一个离散参数 
鞅 ( martingale ) 过程，那么我们能够对权益进行定价. 

离散参数鞅的定义和基本性质在 2.3 节中表述和解释，并且我们首次看到 
怎样能把鞅方法作为一个比较好的计算工具来 使用. 接着在 2.4 节给出一些重 
要的鞅的 定理. 在 2.5 节中，通过显示在鞅的框架下怎样去构造复制权益的投 
资组合，为第5章的 Black - Scholes 分析铺平道路.在 2.6 节我们以取极限的 
试探方式预览 Black - Scholes 公式. 


2.1 多时段两值模型 


当然，单时段的两值模型作为资产价格的演化模型是不适宜的.特别地， 
我们只允许在0和: T 时刻观察市场.而且，在7 1 时刻已经假设股票的价格只 
能取两种可能值之一.在本节通过把单时段模型的多个拷贝连成一棵树来构造 
更为复杂的市场模型. 

这里金融市场仍然只由股票和现金债券这两种金融工具构成.与前面一样 
假设它们都可无限制地进行买卖，且没有交易费用.这里假设没有违约风险， 
m 且市场确定按同一价格买卖证券是安全的丨即没 有买卖 （ bid - offer ) 价差]. 

假定市场在时刻0 = ~ < h < • •. < tjv = 了是可观察的. 

股票 在每个时段 [ U , t i+1 ] ±, 股票遵循两值模型，即如图 2-1 所示.在第 i 

时段后，股票的价格就有 W 种可能值.然而，在 A 时刻给定股票的值，则 
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5T 



图 2-1: 股票价格树 


在 匕 +1 时刻股票价格仅有两种可能的值.按照惯例，假定所有的时段都有相 
同的步长，可记匀，其中 &= T / iV , 虽然这是不必要的， 

在这个简单的模型中，现金债券的走势是完全可以预知的.存在一个已 现金债 
知的利率 r , 在一个长度为: T 的时段内现金债券以因子的倍数持续增 券 

长.现在，不一定要加上这样一个苛刻的条件 • 利率在不同的时段上可以随 [22] 
机变动 • 假定在时段 [ K i +1 ) 上，利率一开始就是已知的，那么我们的工作 
马上就可以展开，尽管这可能依赖于我们的市场处在 f 个节点的某一个节点 
上，在这种方法里，我们允许现金债券也可以是随机的 • 然而要注意的是现金 
债券的随机性与股票的随机性是完全不同的.对于我们来说现金债券在 心 +1 
时刻的值在^时刻就已经知道了，而对股票而言该结论当然不成立.在这里 
为了简便起见仍然假定利率 r 是常数. 


初看之下，并不能认清新的模型就能使我们取得进展.对于一个由 复制投 
个时段构成的树而言，股票的价格有 妒 种可能值.我们现在回头来看命 资组合 
题1.6.5,它认为若要求市场是完全的，那么在市场中至少需要 2 fc 种股票来交 
易.当 A : = 20时就需要超过一百万个“独立”的资产，远多于实际市场中所 
见到的 情况. 但是事情也不是如此糟糕.如果允许在每个时段之后重新调整复 
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在树上 

逆向归 

纳 


二项式 

树 

[231 


制的投资组合，那么更多权益是可达的.我们要加的惟一限制就是这种重新调 
整不能涉及任何额外现金的流入，即股票的购入必须通过出售债券提供资金， 
反之 亦然. 这将在后面作为自融资 （ self - financing ) 的性质. 

这个复杂的模型中理解定价和对冲的关键是在股票价格的树上逆向归纳 • 

例 2 .1.1 (欧式看涨期权定价） 仍然假设我们正在定价一个到期日为 T 的 
欧式期权，如上，设& = T / iv 使 r 对应于尺时段，记氏为地时刻的股票 
价格，在 r 时刻期权的收益记为 c N , 


方法关键思想如下.假设已知的股票价格在时刻 ( N - l ) S t 的值为 S N -v 
由前面的分析可知期权在 (N — l ) S t 时刻的值为 C 7/ v - i . 特别是， Cn-i = 

其，期望是相对于一个概率测度而言的，在这个概率测度 
下 S N ^ X = ^ En ^ ISn ], 4 N) = e~ r6 K (在利率变动的情况下，利率 r 必须 
由树上相应的 S N - i 值为已知的节点上的利率来代替).进而由引理 1.3.2 可 
知在 （7 V - 10 t 时刻如何构造一个投资组合，使它在时刻的值恰为 CW 
在这种方法里，为了可以计算出 (N - l ) S t 时刻2〃^个节点中每一个节 
点上 Civ - i 的值，就需要去构造一个投资组合使它在 r 时刻的值恰好为权 
益 CW . 

现在考虑把 Cjv - i 作为 （iv -1)&时刻的权益，并且重复这个过程.如 
果 Sn-2 已知，就可以在 [N - 2、 S t 时刻构造一个投资组合，使它在 (N - 
l ) S t 时刻的值恰为 C N - U 且这个投资组合的费用为 
其中该期望是相对于一个使得 S N - 2 = ^^ En ^ ISn - i ] 的测度.这里 
仍有 4 N ~ 1} = 继续此方法，在每个时刻作适当的调整，但没有额 

外的资金流入也不支付红利，那么我们就可以依次计算出刚好满足我们 
在 iV (5 t 时刻的权益的投资组合的费用.我们将在例 2 . 1.2 中解释这种方 
法. 口 

考虑二项式树的一种特殊形式，在每一个时段 [ ti , t i+1 ] 股票的价格从当 
前的 价格况 增加到 Sitx 或减少到 Sid , u，d 为常数，且 0< d < ti < oc .在 
这样一棵树上，同样的股票价格可以由不同的路径获得.例如在时刻的 
值可以看作是股票的价格先向上再向下运动的结果，反之亦然.股价的 
树取图 2-2 的形式 • 这样的一棵树称作 重组体 （ recombinant ) (不同的分支能够 
重组).这些经过特殊重组的树也称作二项式树 （binomial tree ) ，这是因为（如 
果％ d 和 r 是不随时间变化的常数）在每个前向的分支上风险中性概率测度是 
一 样的，所以股票在时刻的价格是由二项式树的分布决定的.这样的 
树比一般的二项式树在计算上要容易得多，并且我们将可看到对于我们要达到 
的目标它是相当适 合的， 二项式树模型是由 Cox , Ross 和 Rubinstein (1979) 
引进的，它在金融衍生证券行业中扮演了一个关键的角色. 

我们现在来解释在一棵重组树上逆向归纳的方法. 
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图 2-2: 股票价格的重组体或二项式树 

例 2 U 假定股价是由图 2-3 中的树给定的且& = 1 . 如果利率为0 ， 

那么在时刻 3 以 100 的价格购买股票的期权金额是多少？ 

解容易写出在时刻3权益的值.从上向下看，这些值分别是60,20,0 

和 0 . 

接下来需要求出这种格式在每个时段上相应的3个节点上的风险中性概 
率. 显然在这个例子中每个节点上上升的概率为 i /2. 现在可以计算出在倒数 m 



第二时刻，即时刻2上期权的值，再从上向下看分别是40，10,0.在时刻上重 
复这个过程得到值 25( 如果价格从0时刻上升）和 5( 如果价格下降).那么，最 
后在0时刻期权的值为15, 

由于写出了这棵树上每个节点处期权的值，我们现在就能够构造一个 
投资组合，根据引理 1.3.2 的规定使它可以精确地复制出时刻3时的权 
益.记⑷，也）为时段 [( i - l )< J t ， a t ) 内投资组合所持有的股票和债券的份额. 

• 在0时刻给定期权的值为 15. 算出和为（25-5)/(120 — 80) = 0.5.因 
此我们购买 0.5 份股票，花费50,且在现金债券中借取 35. 
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图 2-3: 例 2.1.2 中原生股票价格的树，括号中的数是每一个节点上权益的值 

• 假设私= 120. 新的々是 （40 - 10)/(140 - 100) = 0.75，因此我们再购 
买 0.25 份股票，需要借取的债券总额为 65. 

• 假设 S 2 = 140. 现在0 = (60 - 20)/(160- 120) = 1, 因此我们还要购买 

更多的股票，使我们持有的股票的份额达到1，而需要借取的债券总额 
为 100* 

• 最后假设为= 120. 期权将是实值，因此我们必定拥有份额超过100的 
股票，那完全足够去抵消我们所借的债券. 


下面的表格给出了股票价格遵循这棵树上另一^条路径所持有的股票和债 
券. 


时间 i 1 

上次跳 

股票价格氐 

期权值％ 

持有股票 份额么 

持有债券份额也 

■■ 

— ——. 

100 

15 

—— ■■■ ■» 

— — 

1 

下降 

80 

5 

0.50 

—35 

2 

上升 

100 

10 

0.25 

-15 

3 

下降 

80 

0 

0.50 

—40 


注意所有的过程 { Si } o ^ N ^ 侦 } l « JV ， 依赖于 

上跳和下跳的顺序 • 特别是，和也是随机的，我们不 
知道该组合在0时刻的情况，然而可以知道该组合是自融资 （ self - financing ) 
的.我们在 [i + 1 ， i + 2) 时段上所持有的投资组合可通过（在 i + 1时刻）清算 
在 [ i，i + l ) 时段所持有的组合所得的收益来购买，即这里不需要额外现金的 
流入. 而且在当前股价信息基础上我们知道如何在每一个时段上去调整投资组 
合.这里是无风险的. □ 

在单时段两值模型中，我们看到在7 1 时刻任何权益的值是可达的，且在 
零时刻它的值可以通过一个期望来表示.在多时段情形下也同样如此（见习 












_2.2 美式期权 

题 1). 证明任何权益是可达的证明就是在这棵树上通过逆向归纳的过程.为了 
将期权定价公式用期望来表示，我们定义一个树的路径上的概率分布. 

注意到逆向归纳论证在树的每一个分支上精确地规定了一个概率.对于股 路径概 
票价格遵循的树的每个路径，我们定义路径概率为包含该路径的分支上的概率率 
的乘积. 

习题2要求证明通过逆向归纳得到的在 T 时刻的权益的值恰好是关于这 
些路径概率的收益的贴现期望值（其中在每一个节点上贴现的权益按照以该节 
点为终点的所有路径的概率之和加权).现在让我们用这个方法来验证一下前 
面的例子，在例 2 . 1.2 的重组树中，总共有8条路径，一条以顶部节点为终 
点，一条以底部节点为终点，而以另外两个节点为终点的路径各有3条，每个 
路径有相等的概率1/8,因此权益的期望值为1/8 x 60 + 3/8 x 20 = 15,这就 
是我们通过逆向归纳得到的值. 


2.2 美式期权 


稍微更复 杂一点 的市场模型足以让我们首先来考虑这样的期权，它的收益 
依赖于股票价格在时段 [0， T ] 内通过的路径_在本节，我们主要关注这类期权 
中的最重要的 例子： 美式期权. 

定义 2 .2. i ( 美式看涨和看跌期权） 一份到期日为 r 敲定价为允的美式看 

涨期权赋予持有人这样的权利但不负有义务 ，在 r 之前任何时刻以价格 尺去 
购买一份资产，但持有者没有义务一定要去执行. 

同理，一份到期日为 T 敲定价为 K 的美式看跌期权赋予持有者这样的权 


利但不负有义务，在 T 之前任何时刻以价格 K 去出售一份资产. 

显然美式期权的价值要比相应的欧式期权的价值更高（或至少不低于).问 
题是高多少？ 1261 

首先来证明下面这个经常被引用的结论. 不支付 

引理 2 _ 2 .2 不支付红利的美式看涨期权在到期日之前任何时刻去执行都红利的 

不是最明智的. 美式看 

证考虑下面两个投资组合. 

• 组合 A : —份美式看涨期权加上在 t 时刻数量为 Ke -^ T ~^ 的现金. 

• 组合 B : —份股票. 


记 s t 为 t 时刻的股票价格，如果在 t < r 时刻美式看涨期权被执行，则 
在 t 时刻组合 A 的值为 St - K ^ < S t . (显然期权仅在 爲〉尺时 
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被执行).组合 b 的值 为爲. 另一方面在时刻 r ， 若期权被执行则组合 a 的 
值为 msx { S T , K } ,即它大于或等于组合 B 的价值. 

我们已经证明了在到期日之前执行期权则给定的组合 A 的价值比组合 B 
的价值小，但在到期日执行则给定的组合 A 的价值大于或等于组合 B 的价 
值，故提前执行是不明智的. 口 

这个结果仅对不支付红利的股票成立.引理 2 . 2.2 的另外一种证明是习 
题5的 方法. 在习题7中结论被推广到如果原生股票离散支付红利的情况， 
那么它仅在最后 r 时刻或在一个支付红利的时刻去执行才是明智的（也可见习 
题 8). 更一般地，决定是否提前执行依赖于根据失去红利收入的“成本”. 

不支付 美式看跌期权情况更复杂（即使不支付红 利). 我们用一个例子加以说明. 

红利的 

美式看 例2.2,3 再次假定资产的价格依照图 2-3 中的重组树来演化.为了解释 

跌^权这个模型，再假定无风险利率为零（但是要看注释 2.2.4 的第2 段). 一份敲定 
价为100的3个月的美式看跌期权的价值是多少？ 

解如同欧式期权的情形一样,我们也通过二项式树的逆向归纳的方法来 
求解. 

• 期权在时刻3的价值从上到下分别为 0,0,20,60. 

• 在时刻2,我们必须考虑两种可能的 情况： 执行这份期权时的价值和不 
执行这份期权时的价值.对于顶部节点是很容易的，不管哪种情况它的 
价值都 为零. 对于第二个节点，由于股票的价格与敲定价相等，因此如 
果此时去执行这份期权则它的价值为零.另一方面，如果不执行，那么 
由单时段两值模型的分析可知，期权的价值为在风险中性概率下期权在 

27] 时刻3时的期望值.我们已经计算出在树的每一个分支上的风险中性概 

率为1/2，因此这个期望值是 10. 对于底部节点，小管是否执行期权的 
价值都为 40. 

• 现在考虑时刻1上的两个节点.对于上面一个节点，如果执行期权那么 
它的价值为零，然而如果继续持有该期权，那么再由单时段两值模型的 
分析可知此时它的价值为 5. 对于下面的节点，如果执行该期权则它的 
值为20,否则为 25. 

•最后在0时刻，如果执行该期权则它的价值为零，否则它的价值就是 15. 


期权的价格如图 2-4 所示. 




注释 2.2.4 

1- 注意在上面例子中，在时刻1去执行该期权是不明智的，即使此时该 
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图 2-4: 例 2.2.3 的美式看跌期权的价值的演化过程 

期权是“实值”.若氏= 80，那么通过立即执行可以获得20，但是若继续 
持有则它的价值为2匕 

2. 在这个例子中提前执行该期权永远都不会获得更多的收益，它至 

多也只与继续持有该期权时持平.事实上若利率为零，那么情况如：题6 

中的一样.对于利率不为零的情况，提前执行也可能是明智的，参见习 
题 9. □ 


2.3 离散参数鞅和马尔可夫过程 


多时段的股票市场模型看上去仍然是相当特殊的.为了给下一章的连续 

情形作铺垫，我们现在把它放在离散参数鞅和马尔可夫过程的更一般的框架 
中， 


首先，我们来回顾一下随机变量和随机过程的概念， 

形式上，当我们讨论一个随机变量时首先要给定一个概率空间 (0,^, p ), 

其中样 本空间 (sample space ) 是一个集合， 7 是由 0 和事件的所有子集 

构成的， P 表示每个事件 Ae r 的概率.集合，是个 tr - 域，即 n e 7， 

a 在可数集的运算和取完备下7是闭的 • 概率 p 必须要满足通常的 概率公 
理 (axioms of probabilly ). 

• 0彡 P [川彡 
• 酬 = 1 ， 

• P[A (JB} = P [ A ] + F[B\ , A , Be 且不相交. 

•若 人 € f，Vn e N 且 4 […， 则当 n 丁 oo 时， P [^4 n ] | 

lP[Un^]. 


圆 

随机变 

量 



28 


第 2 幸二项式树和离散参数鞅 


定义 2.3.1 —个实值随机变量 X 在只-可测的 n 上是一个实值函数•在 
一 个离散的随机变量的情形中（即随机变量只能在可数的许多不同的值中取值) 
这可以简单地表示为 
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{w G : X(cc；) = or} G 7 ， 

因此 p 表示事件 = j ：} 的概率.对于一般实值随机变量，要求 

{m e ft ： X ( uj ) ^ x } e J 7 , 

因此我们可以定义分布函数， F ( x ) = P[X ^ x ]. 

讨论这个相对简单的概念看上去显得相当复杂.从技巧上需要这样，因 
为在所有的的子集上以非平凡的方式定义 P 是不可能的.但是如果我们忽 
略这些技巧上的细节，在大多数情况下也不会差的太多.然而当我们开始研究 
随机过程和与时间相关的随机变量时，在一个稍微更正式的框架中去考虑就变 
得更为自然了. 


随机过 为了规定一个（离散时间）随机过程，我们需要的不仅仅是单个的 a - 

程 域7，而是它们的一个递增序列 C ^ n+1 C...CJT . 集合 { T n } n ^ o 称作 
一个 a - 域流 ( filtration )， 且四元组 { T n } n ^) 称作过滤概率空间 （ fil - 
tered probability space ). 

定义 2.3.2 —个实值随机过程就是 O 上的一个实值函数序列 { X n } n>0f 

如果对于每个 n 是可测的，我们就称对于 a - 域流 {^ n } n ^ o , 它是适 
应的. 

那么可以考虑 把〜域 作为对到时刻 n 的随机过程的演化的所有信息 
的编译.也就是，若知道在中每个事件是否发生，那么就可以推断出遵循 
到时刻 n 的随机过程的路径.我们将称精确编译这些信息的 tr - 域流为与随机 
过程 { X n } n ^o 相关的自然 a - 域流. 

存在一个已经建立了的非常正式的方法的重要结论.注意到我们已经把过 
程 { X n } n ^ o 定义为与 IP 无关的 Q 上的一个可测函数的序列.这完全类似于我 
们给出的树的模型中的情形.对于给定的函数 { X n } n>0 我们指定股票的价格 
在 n 时刻可能取的值，然后叠加概率.即使我们能预想到向上和向下跳的概率 
可能是多少，但是为了实际上给权益定价仍要改变概率（对于风险中性概率). 
对于期权定价方法来说改变概率的过程是基本的，即使在最复杂的市场模型中 
也是如此. 


条件期 当在通过两叉（或二项式）树的路径上构造概率时，首先要在树的每个 

望 分支上给定概率.以这种方法来 做到： 它要使在时刻股票价格已知为馬 

时，给定的 e 〃 6 t ^ +1 的期望值正好就是凡，这个条件给定了在对应于从 
时刻股票的 值为& 的节点出发的两个分支上的概率.我们应该推广这种思 
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图 2-5: 与例 2.3,3 的随机过程相应的树和它的分布 

想，但首先要回顾一下条 件期望 （conditional expectation ). 通过下面的例子可 
以给最好的解释. 

例 2 . 3 . 3 考虑图 2 - 5 中的树所表示的随机过程.它的分布由树的分支上的 
概率给定，这里与 2.1 节中一样，假定通过这棵树的一条特殊路径的概率是包 
含该路径的各分支概率的乘积， 

计算在树上明确地给定了 { X n } n>0 , 且对于给定的 n , 隐含地给定了 P . 
在后面的例子中我们将不再去死搬硬套，但是在这还是要明确地写出17 ,有 
很多种可能的选择，但是一个明显的选择就是上跳和下跳的所有可能序列的 
集合.若 a ; = ( w ， ii ， c ?)， 那么我们说 Xi ( cj ) = X ?， X 2( u )) = JCg 0 ， Xs ( cj )= 

xr • 

首先来计算条件期望 

E [ X 3 |^ i ]. 

由于我 们把& 看作 “ 到时刻 n 为止的所有信息”，因此我们的问题是在给 
出了到时刻1的所有信息的情况下求 x 3 的条件期望，注意到正在计算的是一 
个， r 可测的随机变量，它仅仅依赖于直到时刻1才发生的事件.这里只有 
两种 可能： 第一次跳是向上的或第一次跳是向下的. 

• 如果第一次跳是向上的，那么 x 3 可能的值为 x §°° , x ^\ x ^ 10 m x 3 on . 

每个值的概率由路径概率决定，但限于那些要由时刻1上面的节点引出 
的路径，那么条件期望取值为 

E [ X 3 | 巧]⑷= PooPooo -^ 3 00 + PooPooi -^ 3 01 十 P01P010W 10 + P01P011 抑 11 • 
第一次跳向上的概率记为 

•若第一次跳是向下的，发生的概率记为 朽， 那么条件期望取值为 

E [ X 3|< Fi ] ⑷= PioPlOO -^3°° + P 10 P 101 右 01 + PllPll 0^3 i0 + PllPlll ^ i 11 - 



同理，可以计算 jeix 3 |： f 2 ] ，此随机变 量是巧 -可测的，即它的值依赖于这个 
过程的前两次跳.它的分布如下表所示. 


值 _ 概率 

E[X\T 2 ](uu) = poooXi 00 + pooiXS 01 POPOO 
E[X\T 2 ](ud) = poxoXl 10 +P011X3 011 popoi 
E[X\T 2 ](du) = P100X3 100 + pioiX 3 101 pipio 
E[X\T 2 ](dd) = P110X3 110 + P111X3 111 pipn 

[3 D 当然，由于 E [ X 3 \ T 2 ] 是个 A - 可测的随机变量，且巧 g 巧，因此我们 

可以计算条件期望 

E [ E [ x 3 |^2]|^ i ]- 

E [ E [ X 3 | JF 2 ]| 乃]⑼= p 00 E [ X 3 \ r 2 ]( uu ) + poiE [ X 3 \ T 2 ]( ud ), 

E [ E [ X 3 |^ 2 ]|^ i ]( d ) = p 10 E [ X 3 \^ 2 ]( du )^ Pll E [ X 3 \ T 2 ](ddy 

将上述表格中 E [ X 3 |^ 2 ] 的值代入，易验证可得 

E [ E [ X 3 |^ 2 ]|^ i ] = E [ X 3 |^ i ]. (2.1) 

n 

下面是条件期望的定义. 

定义 2.3.4 ( 条件期望）假设 X 是个尸-可测的随机变量，并且 E [| X |]< 
00 . 假设 G g 7是 a - 域，那么给定 g 的 X 的条件期望是可测的随机变 
量.记作 E [ x \ g ] ,对于任意的 a eg , 它有性质 

E [[ X \ g ]-, A ]^ ( E [ X | a ] dP = / XdF ^ E [ X ; A ]. 

Ja Ja 

条件期望存在，但只有对于以概率1取值为零的随机变量才是惟一的.这个技 
巧在第 3 章的习题 17 中是很重要的. 

等式 (2.1) 是下面条件期望的重要性质的一个特殊情况. 

条件期望的塔 ( tower ) 性质： 假定巧 G A ;那么 

E [ E [ X | J ^]|^] = E [ X |^]. 


总之这就是说，先取到时刻 j 的信息上的条件期望，然后再取到前面时刻 i 
的信息上的条件期望，这个期望值与一开始取到时刻 i 的期望值是一样的. 

□ 
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在利用条件期望来计算时，记住下面的事实常常是有用的. [32 

取出条件期望中的已 知项： 假定 E [ X ] < oo 和 E [ XY ] < oo , 那么 

若: K 是： ^ - 可测的， E [ XY \^ n ] = YE [ X \^ n ]. 

这就是说，若到 n 时刻 F 是已知的，则取到时刻 n 的条件期望就可以把 F 当 
作一个常数来处理. 口 


由于选定了在 2.1 节中用来定价权益的树上的概率测度，因此如 鞅性质 
果定义 {»§ A ：} fc ^ o 为贴现的股票价格，即瓦= e~ kr6t Sk »那么对于已知 
的瓦， S k +1 的期望值恰好就是义.记为 

E^fc+il^A：] = Sk- 

因为在我们的模型中股票价格是“无记忆的”，以致股票在下一时刻的运动不 
受它到达当前值的路径的影响，取已知瓦上的条件期望实际上与取已知所 
有的: Ffc 上的期望是一样的，因此 

EliSfe+il^ib] = Sk- (2.2) 

性质 （2.2) 是一个非常重要的性质. 

定义 2.3.5 假设 （Q，{^}0 O ，：r,P) 是一个过滤概率空间.随机变量序 
列 { X n } n ^ o 是一个关于 IP 和的鞅，如果 

E [l^n|] < OO, Vn, 

且 

K[X n+1 \^ n ] = X n , Vn. 

若把 (2.4) 写成 

^[X n+1 \^ n ] ^ X n , Vn, 

那么 { A } n > 0 是一个上鞅.相反地，若把它写成 

^ X n , Vn, 

那么 { X n } n > o 是一个 ( P , {^ n } n > o )- 下鞅. 

这些定义是不完善的.有许多过程不属于这里的任何一种情况.鞅经常被 
认为是在参与一场连续的公平竞争后追踪获得的 净利. 在这个上敎模型中净利 

是从不利的（输的可能性大于贏的可能性）竞争中获得的，而下鞅是从有利的 
竞争中获得净利. 

实际上鞅的概念是（？，{&}„>())-鞅的概念，记住这一点相当重要.回顾 
我们定义的随机过程，它与序列 { fn } n > G ， Q 上的可测函数以 


(2-3) 

(2.4) 
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及定义在7的元素上的概率测度 P 的作用无关.在2,1节中，我们对市场的 
认识或许是贴现的股票价格不是鞅（确实它可能不是或者没有人能在股票上 
投机，即通过购买现金债券得到同样的钱和无风险利率).为了定价和对冲的 
(我们将看到）需要，我们变换概率测度以使贴现的股票价格成为一个鞅.我 
们将把代表市场观点的概率测度称为市场测度 (market measure ). 这种用米定 
价和对冲的新的概率测度称为等价鞅测度 （equivalent martingale measure )* 
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注释（由 N 的子集导出的鞅）尽管已经定义了由 neN 导出的鞅，但我 
们还将经常讨论由 { O ^ n ^ N } 导出的鞅.这种鞅是通过把条件 （2,3) 和 (2.4) 
限制在 {0 < n < iV} 来定义的.将陈述由 {n > 0} 导出的鞅的一些重要 
结论； 它们用显然的方式加以修改就可以应用到由 { O ^ n ^ N } 导出的鞅 


下面这种情况经常是有用的，由塔性质，若是 ( P , {^ n } n ^ o ) - 
鞅，那么对于丨<久有 


E[X j \^ i ) = X i . 

马尔可 如果鞅有另外一个性质即马尔可夫性质，那么这个计算可能也是简单的. 

夫性质 定义2.3.6(马尔可夫过程）随机过程{足^》 ◦(有 自然卜域流 ， {^ n } n>0 ) 

是一个离散时间马尔可夫过程，如果 


P[^n+i ^ B\T n ] = P[X n +i G B\X n ]^ 


对于所有的丑 e 只成立. 

总之，给定到时刻 n 的过程的整个历史的条件下的概率，与只 
给定的值的条件下 X n+1 G B 的概率是相同的，马尔可夫过程无记忆.许 
多鞅的例子（和所有的市场模型的例子）也有马尔可夫性质.然而，不是所有 
的鞅都是马尔可夫过程，反之不是所有的马尔可夫过程都是鞅（见习题 11) , 


记号： 当希望去强调某一 a - 域流是由随机过程 { X n } n ^) “生成的”，那么 
用记号 

除非有其他的规定，一般地 {^} n ^ O 总是被理解为与正在考虑的随机过 
程有关的自然 cr - 域流. 


若总是坚持给—个明确的规定可能过于生搬硬套，因此，一般地 
我们不这样做，我们仍用 ^{ Xnjn ^ o 是个 ] P - 鞅”来表示是 
个鞅”. 

例子 例2.3.7(随机游动） 一维简单的随机游动 {5^00 是个马尔可夫过 

程，满足 S n+1 = 5 n +^ n+ i ， 其中（对每个 n) 有& e {— 1，+1}，而且在 P 
下， {€ n } n >0 是独立同分布的随机变量 • 因此 

P [ S n+1 = + l \ S n = k ]= p , P ^ n+i = k - l\Sn = k ] = 1 - p , 


2.3 离散参数鞅和马尔可夫过程 




其中 [0，1]. 

如果 P = 0.5，那么 { S n } n^Q 是个 P - 秩.若 P < 0.5 (P > 0.5)，那 
么 { S n } n > 0 是个 P - 上鞅 （ P - 下鞅） • 

验证 为验证以上结论，时刻 n 的随机游动距离其起始点至多为 n ， 显然 
期望 E [| S n | j < oo 是有限的.而且 


ElSn+^Tn] = E[S n + ^n+l\^n] 

= s n + 啡 n+ u 
= S n +E[^ n+ i], 


这里利用了最后一行中 { M n>0 

的独 立性. 

则足以观察到 



[ <0 5 

p < 0.5, 



= 0 , 

p = 0.5, 

□ 


{ >0, 

p > 0.5. 


例 2.3.8 (权益的条件期望） 

假设给定 D 和一个 (J - 域流 { Tnjn^o . 

(在 


本例中我们认为编译了到时刻 n 汾为止的金融市场的历史 ,） 记 CW 为任 

一 有界的 *7^ -可测的随机变量_ (在时刻把它看作一个权益)，那么对于 
概率测度 1 P , 条件部望过程为 

它是一个 （ P ，{^} 0 ^^ v )- 鞅. 

例 2 .3.9 ( 权益的贴现价格） 在求解欧式期权的定价问题中，该期权在 2.1 
节中的股票价格的多时段两值模型中在到期时刻 TVJt 的值为 Cn ，我们建立 
了一个概率测度，记为 Q ， 在该测度下贴现的股票价格是一个鞅.对于任何 
在则 t 时刻的权益为 CW 假如 E Q [| Civ |] < OC ,那么在时刻收益为 cw 
的期权在时刻的公平价格应是 

V n = e- r(iv - n ^ f E Q [Civ|^ n ]. 

用= e~ rn6t V n 来定义贴现的权益过程，那么{么} 0 «#是个 Q - 鞅.假 
定一开始就知道在整个时段 [ a((i + l )&) 内的无风险利率，那么即使去掉利 
率是常数的假设它仍然成立. 

上例说明了欧式期权的贴现价格过程是个敎.换句话说，复制的投资组合的 相对于 
贴现价值是 H 如前，记 （ H ) 为在第 n 个时段 [(n - 1)况，71汾）上复制投 旧鞅的 
资组合中所持有的股票和债券份额.那么这个组合在 nJt 时刻的值为 新鞅 


K = 彡 n+lSn + ^n+lBrr, 
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其中 Bn 是时刻现金债券的 价值. 该投资组合是自融资 ( self - financing ) 的， 
即在 （ n +1) 汾时刻构造新的投资组合所需的费用可完全通过出售在 [n6t, (n + 
1) 价）时段上所持有的投资组合而来的.用记号表示为 


^n+l^n+l + ^TL+l^n+1 = 冷 n+2Sri 十 1 + ^n+2^n+l 


贴现价格为 

Vn = <j>n+\S n + 也 + 1 , 

因此，由自融资的性质 


071+1 5 Vi+l + "0 n+l = 072+2^72+1 ^ n +2 ? 

故有 

^n+l Vn — <(>n+2Sn+\ + ^Pn+2 ~ <^n+lS n ~ 妒 n +1 

— 071+1(5^ + 1 — S n ). 

即 

n — 1 

V n = Vo + ^2 A+i (為 +i -馬) . (2,5) 

j=o 

由前面的注释可知， { t }( Kr ^7 V 是一个 Q - 鞅，因此我们已经验证了在概率 
测度 Q 下 {S n } 0 ^N 是一个鞅，等式 (2.5) 右边的表达式也是鞅.这是很正 
常的现象.为了表述一个精确的结论我们需要一个定义，回顾在 （i - 1) 汾时刻 
已知的也. 

定义 2.3.10 给定 < J - 域流若对于所有的 n > l ， 人是八 _ i - 
可测的，则过程{^心；！是 { Tnjn ^ O - 可预见的或 {^ n } n ^ 0 - 可料的 • 

注意这是现金债券所允许的一类随机性. 

离散随 命题 2.3.11 假设 { A " n }7 iX ) 与 _ 域流 {^ Vi } n ^:0 是相适应的，且 

机积分是 {^ n } n ^0- 可料的，定义 ’ 


n —1 

Z n = Z 0 + E (f>j^\{Xj +1 — Xj), 

j=o 


( 2 . 6 ) 


其中 Z 0 是一个常数， 

若是 0 ? ， { 7 - 秩，那么 {^njn^O 也是 （ P ， • 秩 . 

注释如果 {0n}r^Q 与 <7 - 域流 {7 n }n^0 是相适应的，则由心= 0 n -i 

定义的过程 { 4 > n } n^l 可料. 因此对于一个与 { Tnjn ^ O 相适应的过程 {6» n } n>0) 
若 { X n } 

n^O 是一个 （ P ，{^}0 0 )_ 鞅，那么 ^ 


n 


1 


Z n = Zp + 9 j (X j+ 1 - Xj) 


j=o 


2,3 离散参数秩和马尔可夫过程 
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也是一个 （ P ，{^}0 Q ) -鞅. 口 

命题 2.3.11 的证明 这是一个利用条件期望的习题. 

E^n+il^n] — Z n = E[Z n+ i - Z n \T^ 

— ^[</>n+l(^n+l — X n )\!Fn\ 

— 0 n + lE [( X n +i — Xn )\! Fn \ 

— <^ n + l ( E [ X n + i |^ n ] - X n ) 

= 0 . □ 

我们可以考虑把等式 (2.6) 中的和看作 一个离散的随机积分 (discrete 
stochastic integral ). 当我们转到第4章的随机积分时，实质上就是对这种形 
式和式取极限. 

不是只有二项式树模型能够组合成鞅的框架.支持单时段转换到多时段 资产定 
两叉模型的论断同样可以允许我们把 1.5 节和 1.6 节中单时段模型转换成多时 价基本 
段模型.我们现在用这种语言来重新表述定理 1.5.2 和 1.6.2. 假定市场由 ii ： 种 定理 
股票构成，且股票价格 S 1 ， …，在 5 t ，25 t ，35 t ，_..， JV 汾 =： T 时刻的可能值 
是已知的.用 Q 来表示股票价格向量遵循 Rf 中的所有可能“路径”的集合. 

定理 1.5,2 告诉我们，市场无套利等价于在 f 2 上存在一个对于每个 u；eil 
都严格取正的概率测度 Q , 并使得 

Sr-i = 政 ) E Q [5 r |5 r _i ]， 

其中5；是股票价格在 r 时刻的向量，是在 [{ r - l )5 t , r 5 t ) 上的无风险借 
贷的贴现. 

如果像上面一样，我们考虑由馬=给定的贴现的股票价 
格那么下式 成立： 

E Q [艮晚 ，…， § r - l ] = E ^ Sr ^ r ^} = 5 r _L 

换句话说，贴现的股票价格向量是一个 <Q - 鞅. 

定义 2 . 3 .12称空间 f ] 上的两个概率测度 P 和 Q 是等价的，若对于所有 
的事件 Acn 

Q ( A ) = 0当且仅当 F ( A ) = 0 . 

那么，假定有这样一个市场模型，在这个模型中股票价格向量遵循遍 
及 Rf 的有限条路径 Q 中的一条.我们甚至可用自己的话来描述在 Q 上价格 
如何在概率测度 IP 中演化和被编译的.定理 1.5.2 和定理 1.6.2 合起来 就是： [37] 
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定理 2.3.13 对如上所述的多时段市场模型，市场无套利当且仅当存在一 
个等价秩测度 Q . 即存在一个等价于 3 P 的测度 Q , 使得贴现的股票价格过程 
是一个 Q - 鞅. 

在该情形下，可达权益 CW (在 NSt 时刻执行）在零时刻的市场价格是惟一 
的，并且为， 

WP^qCn], 

其中分 0 = nf ^ 是在#时段上的贴现因子. 

尽管存在其他技术条件，但对于连续时间的市场模型，这个基本定理本质 
上有完全一致的表述. 


2 A 某些重要的鞅定理 


在鞅的框架下，表达每一件事情需要很多有用的定理.在本节就给出了一 
些在离散参数鞅的理论中非常重要的结论.然而，我们这里只是粗略地进行一 
些必要的论述.更详实的论证参见 Williams (1991). 

停时 鞅理论中一个最重要的计算工具是可选停止定理.在表述这个定理之前 

先介绍停时的定义. 

定义 2 . 4.1 给定一个与 C - 域流 { J ^ n } n ^ o 相匹配的样本空间 a —个停 
时或最优时间是一个随机变量 z + ， 具有性质 

{T ^ n } G Tn , Vn ^ 0. 

这就是说，我们在 n 时刻及以前获得的信息的基础上就可决定是否 
即不必考虑未来的情况. 

例 2 . 4 .2 考虑例 2.3.7 中的简单的随机游动_ r 定义为随机游动取值为 1 
的首达时间，即 

T = \nf{i ^ 0 ： Si = 1}; 

那么 T 是一个停时. 

另一方面 

U — sup{i ^ 0 ： Si = 1} 

不是 一 个停时. 

可选停 停时的一个等价定 义是： 对于 n ^ O , 随机变量 = l {T>n+1} 是 相适应 

止 的（见定义 2.3.2). 因此，根据命题 2,3.11 后面的注释可知，若/ {X n } n>0 是个 
[38] 鞅，那么下面的过程 / 
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Zn^Y, 6 ^ X ^ - ( 2/7) 

也是一个鞅，上式重新整理得 

Z n = Z) ^j( X j+l - X j) 

j=o 

Tl—1 

— [l{T>j+l}(^j+l - Xj) 
j =0 

=Xr An —X 0 ， 

其中 T A n 表示: T 和 n 的最小值. 

定理 2.4.3( 可选停止定理）令 （Q, 夕， {T n } n ^ P) 是一个过滤概率空间. 
假设过程 {X n } n>0 是一个 (P,{^ n } n ^ 0 ) -鞅，且 r 是一个有界停时，那么 

E[ X t |^ o ] = ^o, 

因此 

E[X t ] = Xo- 

证 这个证明是一个我们上面已经做过的计算的简单应用.如果知 
道 T<N， 那么在（ 2 .7)的记号中， Z N =X T — X Q ， 且由于{仏沁抑是一个 
鞅，所以 E[Ziv|/y = 為) = 0，即 

nx T \^o] = x 0 . 

再次取期望得 

E[X t ] = x 0 . □ 

在这个结论中，关键之处在于停时是有界的.实际上在所有的金融应用中 
都将是这种情况，但: y 题15显示了什么地方可能出问题.这个定理更一般地 
描述是可行的，见 Williams (1991). 这里可用一个具体的应用来验证定理的正 
确性（也可参见习题 14). 

命题2. 4 .4 令 {S n } n>0 是例 2.3.7 中的（非对称的）简单随机游动， 

且 p > 1/2, 对 ; c eZ ， 记 




且定义 

伽)=(宁广 
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那么对于 a < 0 < 6, 


P [ T a < T b ] = 


1 - m 

4>( a ) - < j >{ b ) 


证 首先证明 {<t>{S n )}n^ 是一个 P - 鞅.由于游动在一个时刻只能取一 
.步，因此 — n < SU 彡 n . 又由于对于 p > 1/2有0 < (1 - p)/p < 1，则显然有 


E [|<^(5 n )|] < oc , Vn . 

验证在条件期望中确实有个鞅则是另一个问题.我们必须计算 


E [< l >( S n+1 )\^ n l 

回顾 S n+1 = I 1 0 = & + ^ +1 ，其中在 P 下随机变量0是独立同分布 
的，且 

Pfc = 1] = p ， Pfc = -i] = 1 -p- 

则 

E [< f >( S n+1 )\^ n ] = E 广 +1 |厂 

= 咐 n)E (¥ 广 1 

= ^( p ^ y + ii - p ^ y 1 ^ 

= <f>(S n )- 

现在我们应该把可选停止定理应用到停时 r = r a a % 上，游动触及 
到 a 或&的首达时间.困难之处在于 r 不足有界的，因此，对于任意的（确定 
的) AT ， 把这个定理应用到停时 T A 7 V 上，则可得 



现在 


E[^(5o)]=EW5ta7v)] 

< f >( a ) F [ S T = a，r 彡 AT ] + 0 ⑻ P [办 = 6, T ^7 V ] + E [< f >( S N ),T > N ]. 

( 2 . 8 ) 


Q ^ E [< P { S N ), T > N ] 


= E [</>{ S n )\T > N]¥[T > N ] 

( f( i ?) b + (i^) a l lp [ T >^] > 

_ m 


由于 AT — oc 时， P[r > TV ] — 0，那么在 (2.8) 中令 TV — oo , 可得 

0(a)P[5 f x = aj + <l>(b)¥[ST = 6] = 1 ， 


(2.9) 


最后，由于 ¥[ S t = a ] = 1 - 妒[办 = fe ]， 且 F [ T a < T b ] = P [於 = a ]， 则等 
式 (2.9) 变为 

<l>(a)F[T a < T b ] + 彡 (6)(1 - P[T a < TJ) = 1. 



整理得 
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nTa < T b ) = 


1 - m 

0( a ) -綱 


命题成立. □ 

经常可从不完全的信息中推导出关于鞅的许多结论. 一 个例子就是习 收敛定 
题12的结论，此例子说一个可料的鞅是常数，另一个例子可由下面的结论得理 
出- 


定理 2 .4.5( 正上鞅收敛定理） 如果 { X n } n ^ 0 是一个 （ P ，{， n } n >0)- 上 
鞅，且对于所有 n 有> 0,那么存在一个 ， oc - 可测的随机变量 Xoo , 并 
且 E [ Xoo ]<0 C ， 使得 


X n Xoo , 当 n —► oo 时， 

以 P 概率1 成立. 

这个结论的证明超出了我们这里叙迷的范围，但可参见 Williams (1991). 

在回到金融问题之前，我们再来看一个结论.回顾可知，一般来说下鞅补楼 
趋于上升，而上铁趋于下降.下面的结论有时称 作补偿 ( compensation ) , 即可 
从一个下缺减去一个非减过程得到一个軼，而且也可以对一个上執加上一个非 
减过程得到一个鞅.在这两种情况中，有趣的事情是这个非减过程是可料的. 

命题 2,4.6 

1. 假设 { X n } n ^ o 是一个 ( F , {^ n } n ^ o )- 下鞅，那么存在一个可料的非 
减过程 {A n } n>0 , 使得 { X n — A n } n ^ 0 是个 （ P ，{， n }0 G ) - 鞅.若令烏= 0， 

则 { A n } n ^ 0 是惟一的， 

2. 假设是一个上鞅，那么存在一个可料的非减 
过程 { A n } n ^ o , 使得 { X n + A n } n >。 是 一 个 （ P ， {^ Fn } n ^ o ) - ^ 若令 = 0， 

则 { A n } n ^ 0 是惟一的 • 

证这两部分的证明本质上是一样的，因此我们只考虑第一种情况. m 

定义 Aq = 0且对于 n > 1令' 




^n-1 — E[X n — X n -\\J 7 n -i]. 


由定义 {A n } n>0 是可料的且是非减的（由于 {X n } n ^ 0 是一个下鞅).我们必须 
验证 { X n - A n } n ^o 是个軟.首先来验证对于所有的 n ， E[\X n -A n \] < 00 成 
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立. 


E [\ X n - A n \] 彡 E [| X n |]+ E [ A n ] 


= E : 
= E [ 
< E [ 


X n |]+E 


々 + S ( A ?. _ 乂卜 l ) 


X n |]+ - Xj ^ lTj - i }] (由木的定义) 

X n |]+ ^EpEp^ + IXpllJV 』 


E [| X n |]+ EE[pg + U ] 


(塔性质) 


由于假定对于所有 j 有 E [| X ,|] < oo , 那么显然最后的表达式是有限的, 


现在来验证鞅的性质， 


E [又 ri+l - -An+1 l^n] 

= E[X n+ i — E[X n +i — X n \!Fn] — AnlJ^n] ( 由人 + 
=E[X n +i - X n+ i + X n — A n \^F n ] 

~ 一 - 


的定义) 


美式期 


剩下的是要去验证当 A 0 = 0时过程 { A ^ o 是惟一的.假设存在另一个 
有同样性质的可料过程 { B n } n>0 -那么 { Xn - An } r ^ O 与 { X n - B n } n>0 
都是鞅，因此它们的差{人- B n } n y 也是鞅 • 另一方面， { A n - B n } n>0 
是可料的，且可料的轶是个常数(见习题 12). 由丁 A o =0 = S o ， 故证明完 
成. 口 

让我们来看看在具体的金融例子中这些概念的意义是什么， 


权和上 例 2.4.7(修正 的美式期权） 假设模型为二项式树模型且采用 2.2 节中的记 

鞅 号，令 n 为树上的概率测度，在该测度下贴现的股票价格 { S n } 0 ^ N 是一个 

鞅.记 { V n } o ^ N 为敲定价格为尺，到期日为 r =斤汾的美式看涨或看跌 
[ 42 ] 期权的贴现值，且定义 


B n = 



e -^ st ( S n - K ) +) 

e-_(AT —&) 十， 


看涨情形, 
看跌情形. 


(CT - 域流总是由 { S n } o « N 生成 ,） 那么 { Vnjo ^ n ^ N 是控制 {^} o $ n $ AT 的 
最小的 Q - 上鞅. 

在习题16中可以看到，这个特征还可为引理 2.2.2 的证明提供另一个简 
单的证法. 

解释由 2.2 节可知 


K-i 


max 


V n Tn-x 0 ^ n < AT , 




_ 2,5 二项式表示定理 _41 

且心=右 jy. 显然， { t ^} o « jv 是一■个控制 {- Sn } o ^ n < JV 的上缺.为了验证 
它是具有该性质的最小上鞅，假定 { UnWn ^ N 是控制 { B n } 0 ^ N 的另一个 
任意 上鞅. 那么 U N > V Nf 且若 U N > V nf 那么 

U n - l >^\ U n ^ n~ll > E Q [ V n d ， 

■ ^ L ■ 

因此 

U n ~\ ^max|^ n _i,E Q V n = V n -i- 

该结论由逆向归纳可得.过程称作 {^ n } o « JV 的 极小包 (snell 
envelope ) * □ 

注释由命题2.4.6，可记 

V n = M n - A n 

其中 { Mnin ^ O 是一个鞅且 {A n } n> 0 是一个 Ao = 0 的非减过程.由于市 
场是完全的，因此可通过持有一份在第 n 个时段内由“份额股票和分 n 
份额现金债券构成的投资组合来精确地对冲 M n . 美式期权的出售者通 
过持有这样一个投资组合可以更好规避因出售期权而带来的损失.期权的 
持有者将在当 毛 +1 是非零的（又称过程 { i n } n ^ 0 是可料的）首达时间 j 
执行，由于此时更适合于出售期权且根据对冲组合 {( m n ( N 投入资 
金， □ 


2.5 二项式表示定理 


在鞅的框架中给衍生产品定价相当于取一个期望.但是只有当构造一个对 
冲组合时套利价格才有意义 • 若已知对冲组合，那么在前述定义 2.3.10 的讨 
论中可以看到，我们可以把这个投资组合的贴现值表示为在关于贴现的股票价 
格的投资组合中持有的股票的“离散随机积分”，衍生产品也可同样如此•为 
了把衍生产品的贴现价格转换成一个对冲组合，需要下面命题 2.3.11 的逆命 
题.我们在股票价格的二项式树模型的背景中讨论. 

定理 2.5.1( 二项式表示定理） 假设测度 （Q 使得贴现的二项式树价格过 [43] 
程 { s n } n>0 是个 Q - 鞅.若 { v n } n>0 是任一另外的 （ q ， { r n } n>0 ) -鞅 ，那么 
就存在 一 个 {/ rJn ^ G - 可料过程 {( f > n } n ^ l 使得 

n— 1 

V n = v 0 ^ - Sj). (2.10) 
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证考虑二项式树上的一个单时段.为了简便记 


AV i+1 = K+i - AS i+1 = S i+1 - 


在说时刻给定它们的值，0+1和 S i+l 都可取两个可能值中的一个，这两个 
可能值分别记作 戊 +1 ⑻， R +1 (d)} 和 {S i+1 (u),S i+1 (d)}. 

记△它 +1 = (f> i+1 AS i+1 k i+u 其中 0i+i 和 h +1 在说时刻都是已知 
的.换句话说，要求和 +1 和 k i + 1 使得 


^+ l ( u ) ~ = ^ i +1 — SiJ + fcj + i , 


a 


^+l(rf) ~ Vi — 0Z+1 ( 岛 +l(d)— 矣 ) + ki+i 


解得 


< Pi+l 


亿 +1 ⑻一它 + ;^ d ) 

^+ i ( w ) _ Si + i ( d ) 


且 ^i+i = V^+i(w) — Vi — <^>i+i(Si-i-i(u) — Si)$ 它们在 时刻都是已知的- 

现在和 {Si}i^o 都是戰，因此 


E[A^+i|^] -0 = E[AS i+1 \^i} 

由上可知 ki+i = 0. 

换句话说， 

AV^ + i = 4> i +1 AS i+1 ^ 

其中 4 h + i 在仂 t 时刻是已知的.对上式两边求和就可得到所要的结论， 

□ 

从鞅表 由前面的讨论可知，若 {Vi}i >0 是权益的贴现值，那么当构造复制投资 

示定理组合时使得一个可料过程 {^}iy 作为持有的股票出现，我们也可以用其他的 

到复制方法_给定{扣}^；!，是否可以构造一个自融资的复制投资组合？不用惊讶， 
投资组答案是肯定的. 

合 构造策略在 i 时刻，购买一份由 0 i+ i 份额股票和它- cp i+1 Si 份额现金 

m 债券构成的投资组合. 

我们必须验证这个策略是可行的.为了方便记战为纟汾时刻债券的价值. 

假定在说时刻购买了 4>i+i 份额股票和（它-也份额现金债券，这 
花费了 1 

+ {Vi — (/>i+i j)Bi = ViBi = Vi ， 


2.6 连续模型预览 
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那么在0 + 1) 汾时刻该投资组合的价值为 

^>i+iSi+i + ^Vi — 么 +1 鲁 ) 氏 +1 = Bi+i ( 分 i+i (: ■-; ij") + 只 ) 

= V i + iB i+1 (根据二项式表示定理） 

= Vi+i, 

这完全足以在（^ + 1) 汾时刻构造新的投资组合.而且，在 N 6 t 时刻恰好有与权 
益的价值相等的资金. 

复制3 步骤： 定价和对冲一个在: T 时刻的权益 C T 有3个步骤. 

• 找 一个概率测度 Q ，在该测度下贴现的股票价格（有它的自然 
流）是 一 个戰. 

• 构造贴现的价值过程， 

Vi = e~ riSt Vi = 

• 找一个可料过程 W 山 使得 

= 4>iAS{. 


2.6 连续模型预览 



在严格导出关于欧式期权值的 Black - Scholes 定价公式之前，首先要为它 
建立一个可靠的框架，作为一个很自然的想法，可用离散的方法去探讨在连续 
情形下结果是怎样的形式. 

我们应该用非常小的时段的离散模型去逼近连续模型，显然它是可信 
的. Black - Scholes 模型是基于在 1.2 节中提及的对数正态模型，有了这个想 
法，可选择有固定增长率和“噪声”的逼近方法. m 


模型是以时间步长汾和3 个固 定常数 a 和无风险利率 r 为参数. 带常值 


• 现金债券有形式= eH , 与时间间隔长度无关. 

• 股票价格过程取决于二项式树上的 节点. 若股票当前值为&那么经过 
下一个时段它将变为新的值 

S 

f sexp ( i/St + < ry /6 i ), 如果上升， 

\ sexp(^St - aVSt ), 如果下降. 


股票增 

长和噪 

声的模 

型 


假设上跳或下跳的概率相同，则在 市场测 度下，在每个时段上 P [上跳]=1/2= 

P [下跳]. 
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第 2 章二项式树和离散参数鞅 


对于一个固定的时刻 U 设 N 是到时刻 t 为止的时段数，即 iV = t/8U 


那么 




Sq exp ( vt 4 - <r\/t ^― — 


N 



其中是 TV 次独立的跳中向上跳的次数，为了探讨当汾 
于 JV — oc ) 时的情况，需要用到中心极限定理. 


― y 


0( 或等价 


定理2.6.1(中心极限定理）设匕,&，•••为独立同分布的随机变量的 
一个序列，在概率测度 P 下，这些随机变量的均值为 〆 ，方差为 CT 2 ， 且 
设 =& + ■•• +《 n ， 那么 

S n — Tlfl 
Vrur 2 

当 n — oc 时按分布收敛到一个服从 7V(0,1) 的随机变量. 


现在 X N 是 N 个取值为+1和0的概率都为1/2的独立随机变量 {(i}i <K N 
的和，即 E [^] = |, varfe ] = ^因此由中心极限定理，随机变量 (2 X n - 
N)/VN 的分布收敛到均值为0且方差为1的正态分布.换句话说，当汾变 
得很小（即 iV 变得很大）时，氏的分布收敛到一个对数正态分布，确切地说， 

在这个极限中， log 氏是均值为 log 灸 + W ， 方差为的正态分布. 


在鞅测 这是在最初的测度 P 下的情况.那么在用来定价的鞅测度 Q 下将会发生 

度下 什 么呢？ 
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由引理1.3.2,在鞅测度下，向上的概率为 


P 


exp ( r ^ t ) — exp(uSt — ay/5t) 
exp(u5t + ay/M) — exp ( i^t — ay/5t ) 1 


它近似于 



因此在鞅测度 Q 下， Xjy 仍服从二项式分布，但是此时均值为 Np 9 方差 
为 iVp ( l - p ). 


从而在 Q 下，当汾趋近于零时，的均值趋向于 -\/ik + 
臺 cr 2 - r )/ a , 且方差趋向于 1. 再次使用中心极限定理，随机变量（2义# - 
N)/VN 收敛到一个均值为 - v ^( z / + | cr 2 - r)/a 且方差为1的正态分布的随 
机变量.那么在 Q 下，爲服从均值为 lo g 5 0 + ( r - \ e 2 )t 且方差为 < r 2 t 的对 
数正态分布.可记作 



= exp 


fay/tZ-h 



其中，在 Q 下，随机变量 Z 服从均值为零且方差为1的正态分布， 



习题 
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若把离散的理论完全应用到连续情形中，那么在连续模型中，一份 r 时 看涨期 
刻敲定价 格为尺 的欧式看涨期权在零时刻 的价格 将是鞅测度下权益的贴现期 权的定 
望值，即为 价 

E Q [e^ rT (S T -K)^ 

其中 r 是无风险利率.代入上式可得 

E Q (5。 exp (^tVTZ - i(7 2 T^ - K exp(-rT)) j. (2.11) 

我们将在第 5 章中严格推导出这个定价公式，在那里也可证明等式 （2.11) 可 

等于下式 




其中$是标准正态分布函数， 

^(z) = Q[Z < z] 



V2tt 



/ 2 d 


习 



1. 注意到像第 1 章中单时段三值模型一样，两时段二项式树模型在时刻2允许股 

票取3个不同的值.然而，证明每个权益都能由自融资的投资组合精确复制，即市场 
是完全的. 

更一般地，证明若市场遵循 fc 时段的二项式树模型，那么它也是完全的. [47 

2 - 证明由二叉树模型上逆向归纳所得的权益的价格就是 2.1 节中引入的关于路径 
概率的权益的贴现期望值. 

3. 考虑两个日期 T 0 , 日 T 0 <7\. —张 远期启动期权 （forward start option ) 

是这样一份 合约： 即在没有额外费用的情形下，持有人在 7 b 时刻拥有一份到期日 
为 Ti 且敲定价为 Sr 。 (在％时刻的资产价格）的期权 • 假定股票的价格遵循一个两时 

段的两叉模型，其中在 2 b 时刻资产的价格为没 ^或私 d ， 在：^时刻为 Sou 2 , S 0 ud 
和 Sod 2 中的一个，且 

d < min { e rT ° , e r(Ti_To) } ^ max { e rT °, e r(Tl_7b) } < u , 

其中 r 为无风险利率 _ 求这样一份期权在零时刻的公平价格. 

4. 数字期权 (digital option ) 是收益不连续依赖于资产价格的 期权. 一个最简单 
的例子就是现 金或无值期权 ( cash - or-nothing option ) ,对于持有者来说在到期日： T 时 
刻的收益为 Xl { Sr > K }， 其中 X 是某些预先规定的现 金和. 
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第 2 章二项式树和离散参数秩 


假定资产价格遵循二项式树模型，其中在每一个时段上，资产价格从它当前值& 
变为或 S n d . 通常情况下，若 AT 表示每个时间步长，且 d < e rAT < n . 

求上述期权在零时刻的价格，也可以和的形式写出结果. 

5.令 c t 为一份到期日为 r , 敲定价为且不支付红利的美式看涨期权在 * 时 
刻的价值.若无风险利率为 r >0, 证明 

C t ^ S t - ^e~ r(r_t) > S t — K ， 

并推导在到期日 r 之前实施该期权都是不明智的. 

6•令 c t 如习题5中所述，且记巧为同一个股票且具有相同到期日和敲定价格 
的美式看跌期权的价值.通过比较两个适当投资组合的价值，证明 

Ct + K^ P t + St. 

利用欧式期权的看跌-看涨平价公式和习题5的结论，证明 

Pt 彡 C t + ^ e ~ r(T ~ f) - S t . 

合并这些结论可得，若 r >0 且 t <； T ， 则 

St-K ^C t -Pt< S t - Ke-^-^ 


48 J 并推导若利率为零，那么看跌期权提前实施毫无益处. 

7. 若在红利 D 被支付之前股票的价格恰好为问支付之后的那一刻它的值是 
多少？假设股票在离散的时刻了0,7\，... ， r n 上支付红利，证明美式看涨期权在到期日 
之前实施可能是明智的. 

8. 假定图 2-3 中的股票在时刻2支付它的值的5%作为红利.与前面一样利率为 
零，且在时刻2和时刻3之间股票的价格上升或下降 20. 求到期日为时刻3且敲定 
价格为100的美式看涨期权在零时刻的价格.提前实施永远是明智的吗？ 

9- 考虑例 2.2.3 中的美式看跌期权，现在假定利率为在 i 份时刻价值1美元的现 
金债券在 （ i +1) 汾时刻的价值为 1.1 美元. 求该期权的价值.问它将在什么时候实施？ 

10. 假设资产价格遵循二项式树模型.为了简便，假定无风险利率为零且 Ar 
为 1. 在概率 P 下，假定在每一个时段上股票的价格上升的概率为 p ， 下降的概率 
为 1 _ P . 

条件期望 

= E^Arl^n], 1 ^ n < AT, 

是一个随机 过程. 验证它是一个 P - 鞅，并求随机变量 M n 的分布. 

11. ( a ) 列举一个不是鞅的马尔可夫过程. 



习题 
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( b ) 列举一个不是马尔可夫过程 的鞅. 

12. 证明一个可料的鞅是常数. 

13. 令 {Sn}n^O 是测度 P 下的简单随机游动.计算 ]E[S n j 和 var[5n]. 

14. 令 {5 n } n >0 是测度 P 下的一个简单对称的随机游动，即在例 2.3.7 的记号 
中 p = I / 2 .证明 { Sl } n ^ o 是个 P - 下鞅且 { 究- n } n >0 是个 P ■鞅. 

15. 与习题14中一样，令 { S n } n >0 是测度 3 P 下的一个简单对称的随机游动且 

记 x n = + 1. (注意 { X n } n ^ 0 是在零时刻从1开始的简单随机游动 •） 

♦ T = inf{n : X n =0}. 证明 r 是一个停时且若= X TAn ， 那么是 
个非负鞅.因此，由定理2.4.5，当 n — oo 时它收敛到极限 Koc . 

证明对于所有的 n ， 有 E [ y ^] = l ， 但 1=0. 为什么这与 W 选停止定理的结论 
不相矛盾？ [49 

16. 回顾詹生不 等式： 若5是个凸函数且 X 是个实值随机变量，那么 

E [5(^)] ^ P 剛) ■ 

把它与不支付红利的美式看涨期权的贴现价格的特性（例 2.4.7) 结合在一起作为包 
含 {e~ rnSt (S n - K) + } n ^ 0 的最小 Q - 上執，证明不支付红利的美式看涨期权的价格与 
具有相同到期曰和敲定价格的欧式看涨期权的价格是相同的. m 



第 3 章布朗运动 


简单随 

机游动 

的性质 


引 


离散模型仅仅是对股票市场的实际运行方式的一个粗略的模拟.一个好 
的模型将能给出股票在任意时刻的价格.早在1900年巴舍利耶就在他的论文 
“La theorie de la speculation w 中提出布朗运动作为股票价格变动的模型，即 

使今天布朗运动仍是构造连续时间下市场模型的基础.在进一步研究金融理论 
之前，首先来定义和构造布朗运动. 

首先我们继续釆用 2.6 节中的方法，即将布朗运动看作“无穷小的”随机 
游动，也就是在这种无穷小的随机游动中，对越来越小的时间间隔采取越来越 
小的步长.这将会自然而然地引出过程的定义.在 3.2 节将给出莱维定义的布 
朗运动随机过程的形式构造，但这部分可以放心地略去.接下来，在 3.3 节将 
给出后面几章所需要的过程的一些事实.这部分材料也可以跳过，当用到时再 
回头查看. 

正是由于离散参数鞅在随机游动的研究中起着关键的作用，因此将采用连 
续时间鞅理论来简化对布朗运动的计算.在 3.4 节中把离散参数鞅的定义与基 
本结果推广到连续时间情形. 

3.1 随机过程的定义 


“无穷小的随机游动”是研究布朗运动最简单的方法，并且这也是在应用 
中经常应用的方法，所以为了导出这个过程的正式定义，首先来研究简单的随 
机游动. 

例 2.3.7 表明，如果^ 6 {一1，+1}，并且&在测度 P 下独 

立同分布，那么随机过程 { S n } lto 在测度 P 下是一个简单的随机游动.注意 
对称情形， 

IPfe = -1] = $ = P[& = +1:. 






3.1 随机过程的定义 


49 


这个过程通常看作一个重复的公平游戏中的获得的模型. 例如： 假定和一个朋 
友玩游戏，在每一次游戏中都是抛出一枚均匀的硬币，如果硬币正面向上付 
他1美元，否则他付1美元.对于每一个 n ， &表示在第 n 次游戏结束后得 
到的净收益. 

回顾第2章的习题 I 3 可知， E[sy = 0, var (5 n ) = n . 

引理 3.1.1 是一个 P - 鞅（根据自然 a - 域流)，并且 

cov(5 n , S m ) = n A m. 

证在例 2.3.7 中已证明 { S n } n >0 是一个 P - 戦.下面计算协方差 

COv(5 ri , Sm ) — — E [5 n ] E [ iS m ] 

= E [ E [5 n 5 m I ^ n An ]] (塔性质） 

~ | mAn]] 

= E [5 ^ a J (鞅性质） 

= var(5 , m /\ n ) 

= mAn . □ 

作为随机变量独立性的一个结果，如果0 < 丨< j < a ： < ;，那 
么 Sj - Si 与 Si - S k 是独立的.更一般地，如果0彡< i 2 < …彡 i „， 
那么 {心 - S lr _ x :l^r^n} 是相互独立的 • 而且，比如说，如果 j i = 
l — k = m， 那么& - Si 与 - S k 二者都具有与相同的分布， 


记号：对于两个随机变量 X 和1%记 

xSy 

表示 x 和 y 有相同的分布. 

记 X 〜 N ( M ,( T 2 ) 表示随机变量 X 服从均值为 M 和方差为 （ T 2 的正态分布. 
结合上述结论有 


引理 3 .1.2在测度 P 下，过程 { S n } n ^ o 具有平稳独立增量， 

引理 3.1.1 与引理 3.1.2 足以刻画对称的简单随机游动. 圆 

回顾前面我们曾经把布朗运动考虑为无限小的随机游动.根据上面的赌博随机游 
游戏，两次游戏的时间间隔为汾，赌注为 Jt ， 我们认为它们都“趋于0” . 为 动的量 
了获得非平凡的极限，汾与5工之间必存在一定的关系.为了考察这个关 化 

系是什么，应用中心极限定理（见2,6节).在这种情况下， 〆 = E [^] = 0 
且 ^ r 2 = var (&) = 1 . 因此，取汾 = l / n ， Sx = 1/ Vn , 


P 


S n 


y/n 


< X 



当 n 4 
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第 3 章布朗运动 


更一般地， 

P ( x 一 f 1 e - 当 n 一 oc , 

LV^ J J-oo V2^t y ， 

其中， [ nt ] 表示 nt 的整数部分（习题 1). 对这个极限过程，在 t 时刻，从零 
时刻以来的净收益将服从均值为0和方差为 i 的正态分布. 

布朗运 正如与离散时间随机过程的定义一样，正式地定义一个连续时间随机过 
动的定程 { X t } t>09 需要一个概率空间 （ Q ， 只， P )， 使得石对所有的 t 都是 P 可测 
义 的.然而，和离散情形一样，我们几乎不能显式地给出 a 

随机游动的极限这一段表明，下述对布朗运动的定义是合理的. 

定义3丄3(布朗运动）一个实值随机过程 { W t } t ^ o 是一个 P - 布朗运 
动 (或一个 P - 维纳过 程)， 如果对某个实常数 a ， 在测度 P 下满足 

1. 对每个 s > 0和 i > 0，随机变量 W t+S - W 3 服从均值为0，方差 
为的正态分布， 

2. 对每个 n 彡1和任意时刻0彡 h <…彡随机变量 { W tr - 

Wt ^,} 是相互独立的， " 

3. Wo = 0» 

4. 当 t >0时，爪是连 续的. 

注释 像离散情形下一样，条件1和条件2确保布朗运动具有平稳独立增 

条件3是约定的.从 a ; 开始的布朗运动可表示为仁+ W t } t>0 - 

在某种意义下，条件4是前3个条件的一个结论，但是我们应当相信布 
E ] 朗运动所遵循的所有路径上的随机过程都是连续的. □ 

参数 ( T 2 是已知的方差.通过正态分布的尺度变换立刻看到， {W t/(r } t>0 
是具有一个方差参数的布朗运动. 〆 

定义 3.1.4 方差 <7 2 = 1的过程称为标准布朗运动. 



结合定义 3.1.3 中的条件1和条件2可知，标准布朗运动的转移概 
率 （transition probability ) 如下： 


P[m n ^x n \W u =x l ,0^i^n-l] =-P[m n - Wt n _ x ^x n -ar n _i ； 


3,1 随机过程的定义 


记号：用 p ( t ， x ， y ) 表示转移密度 (transition density )， 


池怎， y ) 


\^2nt 


exp 


2t 


当％ = x 时，这就是随机变量 W t + S 的概率密度函数. 

对于 o = e 0 …彡心， iax 0 = o , w tl , ••- ,^ t n 的联合概率密 
度函数可以表示为 

n 

f(xir- ，工 n) = Hp^j _ —1 j ) - 

l 

对每一个 n > 1 和所有的 t u ■■- , t n , W tl , ^ , W tn 的联合分布被称为随机过 
程的有限维分布 (finite dimensional distribution ). 

立即可得下面与引理 3.1.1 类似的情况. 

引理 3.1. 5对任意的 s ， f >0， 有 

1. E [ W t+s - ^ s |{ W r } o ^ s ] = 0, 

2, cov ( W 3 , W t ) = $ At . 

事实上，由于多变量正态分布的随机变量由它的均值与协方差决定，且正 [54] 
态分布的随机变量当且仅当它们的协方差为0时是相互独立的，结合路径的连 
续性就可以刻画标准布朗运动. 

,正是由于布朗运动的样本路径是连续的，但并不意味着在任何其他情形 布朗运 
下都是较好的 • 事实上，布朗运动的行为显然是不规则的，下面是它的一些奇动的特 
怪的行为特性. 性 

1. 尽管 { Wth ^ o 处处连续，但它是（以概率 1) 处处不可微的. 

2. 不管实数正的有多大，负的有多小，布朗运动最终都会到达到任何 
一个实数.不管在轴上方有多远，它都会在后来某一时刻（以概率 1) 重 
新回到零. 

3- 一旦布朗运动达到一个值，它将立即无限次达到该值（并且在任意 
多次后返回). 

4. 不管你用什么尺度来观察布朗运动，它看上去都是一样的.布朗 
运动都是一个分形. 

习题9表明随机过程在 i = 0时刻不可微.下面将讨论-••些与 3.3 节和习 
题8中的到达概率相关的一些性质.在最后一个注释中，间接提到的尺度将在 
命题 3.3.7 中给出正式的证明 • 这实际上是构造过程的一个 结论. 图 3-1 解释 
了布朗运动路径特定实现的一个结果. 
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图 3-1: 放大的布朗运动 


[ M ] 这种奇异的过程确实存在但不常见，我们将在下一节讨论. 


3.2 布朗运动的莱维构造 


上面已暗示布朗运动是随机游动的一个极限.然而，在这一节将介绍由莱 
维给出的构造，而不讨论随机游动构造的技术细节.更愿意相信过程的存在性 
的读者可能会忽略这些技术的细节. 

一个多 想法是只通过直接的多项式插值就能构造布朗运动的一条 路径， 我们仅 

项式逼 仅需要一个 计算. 

近 引理 3 . 2 .1 假定 { W t } t ^ o 是标准布朗运动，在条件&下， W tl/2 

的概率密度函数为 


Ptr/2^) = 




换句话说，服从这种条件分布的变量是一个均值为 Xl /2 和方差为 h /4 的 
正态分布的随机变量.证明见习题11， 

构造不失一般性，取 t e [0,1]. 莱维构造（以归纳方式）建立一个 
对布朗运动的多项式的逼近，布朗运动包含一个可数的独立随机变量的集 


3.2 布朗运动的莱维构造 


合，其中的随机变量服从均值为0和方差为1的正态分布.我们用二进制数 
表示的 10,1] 中的点表示它们，一个一般变量表示为 ^k2~ n ) f 这里 n € N 
和 fee {0,1，- . • ,2 n }. 

归纳从 . 

开始，因此是10, 1] 上的线性函数. 

第 n 步过程在每一个区间 [(fc - 1)2— ,^2—]上是线性的，关于*是 
连续的且满足 X n (0) = 0. 因此，由值 {X n (k2~ n ), fc = 1，… ， 2 n } 决定， 

归纳步驟取 

X n+1 (2k2-^ n+1 ^ = X n (2k2~ in+1 A =X n (k2~ n ). 

下面确定 X n+ i((2k - 1)2-( n +1 )) 的合适的值.由条件 X n + i (2 fe 2-< n+1 )) - 
Xn + i (2( fc - 1)2—( n +1 ))， 引理 3.2.1 知 

^n+1 ((2k- 1)2-^ +1 >) - ^ n+1 (2(1)2++”) 

应该服从均值为 

2 (^n+i (2 A :2-( W+1 )) _ X n+1 (2( A : - l )2-( n+1 ))), 

方差为 2_( n + 2 ) 的正态分布. 圆 

现在，如果 X 〜 iV (0， l )， 那么 + & 〜 AT ( b ， a 2 ), 因此取 

■^n+i ((2 左一 — X n +i (2(fe - 1)2 —(n+l)\ 

= 2 _( n /2+ ”《((2 fc - l )2~( n+1) ) 

+ ~ (Xn+I (2k2-^ n+1 ^ - X n+1 (2(k - 印- ㈣ )). 

换句话说 

X n+1 ((2 fc - l )2~( n+1 )) 

= ^X n ((k- 1)2- n ) + ~X n (k2~ n )-h 2- W 2+ i )^^2 Ar - l )2 - ( n+1 )) 

= X n ((2fc — l)2-( n+1) ) + 2- (n/2+1 )e((2Jfc _ l)2- (n+1) ) ， （ 3.1) 


最后一个等式在 [(fc - 1)2 一 上满足的线性. 
图 3-2 就说明了这种构造. 
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[57] 

布朗运 

动的收 

敛性 



图12:布朗运动的多项式逼近的莱维序列 


布朗运动是当 n — oo 时所构造的过程.为了验证其存在性还需一些技术 

上的引理.证明是根据 Knight (1981) 改写的. • 

引理 3.2,2 

P [当0 < f < 1， lim ⑷存在且关于 t 一致收敛1 = 1. 

. n — KX > . 

证注意到 max * | X n + i ( t ) - X n ( i )| 将在顶点处达到，即对 * e {(2 k — 

l )2_( n+1 ) : A : = 1，2,…， 2 n } 并应用 (3.1) 

— ■ 

P max \X n+1 (t) — X n (t)\ > 2 一 n 〆 4 

• t ■ 

■ ■ 

=P max ^((2k- 1)2— (n+1) ) > 2 n / 4+1 

■ *i 

( 2^[^(1) > 2 n/4+1 ], 


现在用习题 7 的结果 { t = 1), 对 ; r > 0 


并与事实 

结合， n >4 时可得， 


作⑴ "] < ~^== e ~ x2 / 2 , 

exp (- 2 (rt/2+1) ) < 2~ 2n+2 


2" 味 ( 1 ) > 2-/4 + i] ^ ^T-^exp (- 2 (-/ 2 + D ) < _^_ 2- 2 ^ 2 < 2^. 

现在考虑当 A : > n > 4时 


P max | Xfc ( t ) — X n ( t )\ ^ 2 

-尤 


— 71 / 4+3 


- P [ max | X fc (0- X n ( t )| <2^/ 4+3 

_ 免 





最后对所有的 k 彡 n ， 有 

F\max\X k (t) - X n (t)\ > 2- n / 4+3 l < 2~ n+ \ 

左边的事件是递增的（由于最大值只能通过补充一个新的顶点才能增加)，因 
此， 

p[max | Xit ( t ) - X n (t)\ > 2 _71 / 4+3 ,对某些 A : > n ] < 2~ n+1 . 

■ t -y 

特别地，对于 e > 0， 

lim P [对某些 fc > n 和 t < 1， \X k (t) - X n (t)\ ^ el = 0, 

n— ►oo L J 

定理得证. 口 

为了完成布朗运动的存在性证明，必须首先验证如下结论. 

引理 3.2.3 如果极限 lim„—oo X n (t) 一 致存在，记 X(t) = limn^oo X n (t)\ 
否则记为 0. 那么 X{t) 满足定义 3.1.3 中的条件 （t € [0,1]). 

证通过构造可知，对于 T n = { k 2 ~ n : k = 0,1，… ,2 n } 上的近似 
值 X n ( t ), 定义 3.1.3 中的性质1〜3成立.因为对于 k > n , 我们不能改 
变在 T n 中的值，对 U ~ +1 T n 上的 X 也同样成立.由连续函数的一致极 
限是连续的，因此，条件4也成立，并且现在从稠密集 L ^ +1 7； 内任取近似 
值0 < 6 < 纟 2 < . • • < ^ < 1，事实上，没有 t € [0,1] 的这个限制条件，上 
述4个性质仍然都能成立. 口 
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3.3 反射原理与尺度变换 


在证明了布朗运动的存在性后，现在转向一些运算，这些运算只是下面几 
个章节中所需要的一点小的技巧.下面将会在许多的章节提到布朗运动，在那 
里读者可获得更广泛的技能. 

停时 根据布朗运动的构造，可知它无记忆.也就是说，如果 { W t } t ^ o 是布朗 

运动，并且 S > 0是任意固定的时刻，那么 { w t+s - ◦也是一个布朗 
运动，并与 { W r } o ^ s 无关.对某些随机时间 r ， 也有同样地结论成立，过 
程 { w T+ t - w T } t > 0 也是一个标准的布朗运动，并与 0 < s < r } 无 
关.在离散参数鞅的内容中已经遇到了这样的随机时间. 

定义 3.3.1 对于随机过程 一 个停时 r 对每一个时刻 t 是一个 
随机时间，事件 {T < G 仅仅依赖于 f 时刻及 f 时刻以前的历史. 

换句话说，通过观察直至 t 时刻的布朗运动，能确定是否成立. 

仅在到 达时间 (hitting time ) 的情况下遇到停时.对固定的 a ,水平 a 的 
到达时间定义为 

T a = inf{t > 0 : W* = a}. 

如果 a 永远达不到，可取: r a = oo . 不难发现 r a 是一个停时，通过路径的连 
续性， 

{T a 彡 i } = {W s = a , 对某个 s , 0 ^ 5 ^ 

[ M ] 停时 r a 仅依赖于 {w Si 注意到，再次用连续性，如果 r a < oo , 

那么 Wr a — < 1 - 

正如随机游动一样，不是停时的随机时间的一个例子是随机过程到达某个 
水平的最后时间. 

反射原 毫无疑问，常从布朗运动中固有的对称性得到更多的东西.作为练习， 

理 先计算 r a 的分布. 

引理 3.3.2 设 { W t } t ^ o 是一个从 W 0 = 0 出发的 P - 布朗运动，且令 a > 0 ; 

那么 

] P [ r o < i ] = 2 F[Wt > a ]. 

证如果奶 > a ， 那么根据布朗运动路径的连续性可知， r a < 而 
且，由丁 '7^ 是一个停时，{呢 + 凡 - W Ta } t 批是一 个布朗运动，因此，通过 
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对称性， F [ W t - W Ta > 0 \ T a < t ] = 1/2 . 因此， 

F [ W t > a ] = F [ T a < t , W t ~ W Ta > 0] 

= P [ T a < t }¥[ W t - W Ta > 0 \ T a < t ] 

- ip [ T a < t ]. 

这个思想更精确的表述如下. 


引理 3 .3.3 (反射原理） 

一个停时.定义 

W t = 


设是一个标准的布朗运动，并且 T 是 

f w u t^T, 

I 2 W t - W t , t > T . 


那么 { W t } t ^ o 也是 一 个标准的布朗运动. 

注意到，如果 T = r a ， 那么运算 m h 沐 * 相当于将路径在 a 上的首达 

时间后的路径的这一部分反射在直线 x = a 上（见图 3-3). 这里不证明反射原 

理的一般形式，相反，我们直接应用它.下述结论是第6章中定价某种 障碍期 
权 (barrior option ) 的关键所在 * 



图13: r = T a 时的反射原理 


引理 3.3.4 (布朗运动与它的最大值的联合分布） 令 = maxo^^i W s 

是布朗运动在时间区间 [0， i ] 上所达到的最大水平_那么对于 a > 0， a 彡: r 和 
所有的有 


F[M t ^a,W t ^x] 


$ 


2 d — x 

~7T 


这里 


^(x) 



x 


— oo 27T 


e 
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是标准正态分布函数， 

证注意到从 > 0，且关于 f 非减，并且如果对于 a > 0, T a 定义为 
水平 a 的首达时间.，那么 {Mt >a} = {T a < t}. 在反射原理中取: r = r a ， 
对 a > 0, a > a; 和 t 彡0， 

¥[M t >a,W t ^x] = P[T a x] 

= f ， 2 a — x ^ \Vt] 

= P[2 g — x ^ 



在第 3 个等式中已用到了这个事实，如果取彡 2a-x， 那么{屯}^ 0 必定在 t 
时刻之前到达水平 a， 因此 { W s } 3> o 也必定如此. / □ 

到达斜 在第 6 章中，为了定价永久美式看跌期权，将应用到下述的结论. 

线 命题 3.3.5 令 = M{t > 0 : W t = a + bt}, 这里如果没有这样的时 

间存在， ： T a ，6 取无穷，那么，对 0>O，a>O, 和& 彡0， 有 

E[exp (- 9T a ^ h )] = exp (- «j(&+ y/b 2 H- 2 汐 )). 

证当有了鞅方法时，直到命题 3A9 才证明 b = 0 的特殊情形.这里， 
首先假设这个结果成立，再来推导一般的结果. 

固定0 > 0，并且 a>0,6>0， 令 

■ ■ 

^(a, 6) = E e~ 9Ta ^ b . 

_ ■ 

SEI 现在任取 a 的两个值〜和 a 2 ， 注意到（见图 3-4)： 

-\~CL2 jb — T aiy b + (T 0l +a2 ，fe - T aijb ) = T aij6 + T a2)6? 

其中 f a 2 ， b 与 T aub 独立且与 r a2 , 6 同分布.换言之， 

狀 +a 2 ,6) = 矽 (ai，fc) 岭 (a 2 ,6)， 

这意味着对某些函数 k ( b ), 

狀 a ， b )= e -_ a . 

由于 b ^ O , 随机过程必须在到达直线 a +况之前达到水平 a . 下面利用这 

一点把 T a ， b 分成两部分，见图 3-5 •记/ r a 为随机变量 T a 的概率密度函数且 
以 r a 为条件，可得， 
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m 


在命题 3.3.5 的记号中, 


其中与 Tw ： 
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1. 对所有的是一个尸的子 a - 域，且 

2. 对于 s <U T s C T t . 

正如离散情形下一样，首先讨论一个与随机过程 {X t }t^o 相关的自然 a - 
域流与前面一样，编译了区间 [ o ， t ] 上由随机过程 x 所生成的 

信息•基于对 { XJooo 轨线的观察，如果它能够决定事件4是否发生，那 
么 A e : Ff • 


记号： 如果随机变量 Z 的取值能完全由给定的随机过程 {X s } 0 ^t 的轨线 
决定，那么记 


关于相同的 <7 - 域流，存在一个以上的可测的随机过程. 

定义 3.4.2 如果 { Y t } 是一个随机过程，使得对所有的 t ^ O , Y t e ^ , 
那么称 { Y t } t > o 关于 c • 域流 {^ f } w 是适应的. 

例 3.4.3 


1. 随机过程 

Zt 二 f X s ds 
Jo 

关于 a - 域流 {T^}t^o 是适应的. 

2. 随机过程 M t = maxo <s ^ t W s 关于 a - 域流{^}*> 0 是适应的. 

3. 随机过程厶4 W t 2 +1 - W t 2 关于由 { W t } t> o 生成的 cr - 域流是不适应 
的. 


注意到正如在离散情形下，随机过程和概率测度扮演着不同的角色.因此 
一个随机过程在概率测度 P 下可能是一个布朗运动，但同一过程在另一个不 
同的测度 Q 下不是一个布朗运动. 

定义 3.4.4 令 （ n ，7， P ) 是一个概率空间，有 a- 域流{巧}0 0 ，如果随 
机变量族在这个空间上满足 


1. E [\ M t \] < oo ? 对所有 O 0_ 

2* { M 山与 {^}^ 0 是适应的. 


3. 对任意的 s^t 9 ¥ F [ M t \ J ^ s } = M s . 
则称是一个 （ P ，{ J ^} q 0 )- 鞅， 


着 


通过限定条件 f e [0, T ] ，我们来定义参数 [0， T ] 的鞅 • 

通常我们不会明确规定 (T - 域流.在所有的例子中都存在布朗运动且隐- 
-域流都是布朗运动生成的. 


一个更-般的概念就是局部鞅. 
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鞅 
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定义 3.4.5 过程 { X t } t^o 称为一 个局部 （ P ，{ A } qg ) - 鞅，如果存 

在{^*}^0的停时序列 { Tn } n ^ 使得 { XtATjt ^ o 对每个 n 是一个 ( p ， i ^ th ^ o )- 

鞅，且 

» ■ 

P lim T n = oo = L 

. n—►oo ■ 

所有的鞅都是局部鞅，反之不成立，这是由第4章的许多结论加上边界 
条件所产生的差别造成的. 

引理 3.4.6 设由 { W t } t ^ o 生成 a - 域流如果 { W t } t ^ o 是概率 
测度 P 下一个标准的布朗运动，那么 


1. 叭是一个 （P，{^} W )- 鞅， 

2, W t 2 -t 是一个 （P， {巧}咖)_ 鞅， 



3. 



是一个 （P， {^}纟糾） - 鞅，称作指数鞅. 

证三者的证明都是类似的.例如，考虑 M t = W^-t , 显然 E [| M t |] < 
现在 


e\w^ -W^ Ts 


E 


\w t - W s f + 2W s (W t - W s ) 


= E \( W t - W s ) 2 Ts \ + 2 W s E [( W t - W s )\ T 8 ] 
■ ■ 

=t — s . 


[65] 因此 

■ 厂 _ 

E W t 2 - t ^F s = E W t 2 - -(t-s)~s J^ s 

■ j l « 

= ~(t~s)~s = - s. □ 

可选停 我们真正想要知道的是在连续时间情形下的可选停止定理. 一 般地，我们 

止 不得不稍加关注（哪里可能出错，见习题 17). 如果鞅的样本路径不够“好”， 

问题就会出现.在所有的例子中随机过程都将有右连左极的样本路径. 

定义 3.4.7 函数/是 R — ^ R 上的右连左极 （ c & il & g )， 如果函数/具 

有左极限且是右连续的， 

特别地，连续函数都是自动右连左极的 (continues a droite, limits a 
gauche ), 

定理 3.4.8 (可选停止定理）如果 { W t } t>0 关于概率测度 P 和 a - 域 
流 是一个右连左极秩，且如果 r ! 与 T 2 是两个停时使得 Ti < T 2 < iiT 
成立，其中 iC 是一个有限实数，那么 


Ef|M T2 |l < oc 
* ■ 



且 
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E \M T2 \^Fn — Af ri , P - a.s, 

注释 

1. 术语 “ a . s .” （几乎一定）表示以 （ P -) 概率 1. 

2. 特别注意到，如果 r 是一个有界停时，那么 E [ M T ] = E [ Mo ]. □ 

正如在离散情形下，可选停止定理是一个有力的工具.通过计算来说明布 布朗运 
朗运动关于水平 a 的到达时间: T a 的矩母函数.（这个结果对于证明命题 3.3.5 动到达 
是必要的 _) 时间的 

命题 3.4.9 令 { Wth ^ o 是一个布朗运动， r a = inf { s 彡0 : = a } (这 分布 

个集合如果是空集，那么取无穷).那么对0>0，有 

E e~ GTa = 

证 假定 a >0， （情形 a <0可由对称性得到. ） 应该把可选停止定理应 
用到鞅 

1 

M t — exp ^crWt — 

与随机时间 T a 上，但是会遇到一个常见的难点，由于 r a 不是有界的，因此 
不能直接把这个定理应用到2；上.相反，可取 n =0， r 2 = T a An . 因此有 

E [^ T a An ] = 1- 

故 圆 

1 = E [ Af TaAn ] = E [ M Ta An \ T a < n ] F [ T a < n ] 

+ E [ Mr a An \ T a > n ] P [ T a > n ]. (3.2) 

现在，根据引理 3.3.2 与习题 7 的结果，有 

PpT a < n ] — 1， 当 n — oc . 

又，如果 T a < oc ， lim n — ocMT^n = M Ta . 因而如果 r a = oo ， 对所有的 f 

有取彡 a 成立，因此有 lim n — a M TaAn = 0. 在等式 (3,2) 中令 „ — oo , 那 
么可得 

E [ Mt 0 ] = 1. 

取 a 2 = 20，命题得证. 口 

通过应用控制收敛定理可以简化这种类型的讨论. 控制收 

敛定理 
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定理 3.4.10 (控制收敛定理）设 { Z n } n ^ 是一个随机变量序列，且 
limb ~ A = Z. 如果存在一个随机变量1"，对所有的 n， 有 |A| 〈: K 成 

立，且 E[l"] < 00，那么 

E[Z] = lim E[Z n ]， 

n—^oo 

在命题 3.4.9 的证明中，由于 

0 < M TaAn = exp ^< rWr a An - ^<7 2 ( T a A n )^ < exp ( tra ), 

我们可以用常数 e CTa 作为控制随机变量 y . 

习题 


1. 假定 {S n }n^O 在测度 P 下是一个简单对称的随机游动，证明当 n oo 时 


P 


^[nt] 

y/n 


^ X 



\/27Tt 


exp 




其中 [ntj 表示 nt 的整数部分. 

2. 设随机变量 Z 在测度 P 下服从均值为0和方差为1的正态分布，即 Z 〜 
iV(0, 1)，那么 Viz 服从什么样的分布？随机过程 X * = Viz 是布朗运动吗？ 

3. 假定 m 与祇是测度 p 下相互独立的布朗运动，且令常数 pGhi ， ij . 随 
67] 机过程= pWt + y/l - p 2 Wt 是一个布朗运动吗？ 

4. { Wt } t ^ o 是概率测度 P 下标准的布朗运动，下面哪些是 P - 布朗运动？ 

⑷ { — Wt } t ^ 0 y 

( h ) { cW t / c 2 } t > 0 , 其中 C 是一个常数， 

(C) { Vtw^o ， 

( d ) { W 2 t - Wt } t > o . 

验证你的答案. 

5. 假设 X 〜 iV ( M ， a 2 ). 计算 Efe 0 X ]， 并由此计算 E [ X 4 ]. 

■ « 

6. 证明引理 3 A 6.3. 

7. 证明如果是测度 P 下标准的布朗运动，那么对 : r > 0,有 


F[Wt ^ x] = 



/2t 


\/2nt 





x 2 /2f 


x\r2ir 


[提示：分部积分 .j 
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8. 设是概率测度 P 下标准的布朗运动，令 Z = sup £ W t . 显然任意 
的 c > 0， cZ 与 Z 同分布.推导（依概率 1 )Z € {0, oo }， 令 p = P[Z = 0]_通过条 
件 {Wi ^ 0}, 证明 

P[Z = 0] ^ P[M^1 < 0]P[Z = 0], 

因此 p = 0. 推导 

P sup Wt = + oo , inf 14^ = —oc = L 

t * 

h* 

9. 从习题 8 的结论与命题 3.3.7.2 的结果推导 

P [对每一个 e > 0， 存在 s ， t <€ 使得 Ws<0<Wt] = L 

如果 { Wt }^ o 在零点是可微的，推导导数一定是零，且对所有充分小的 | W t | 彡 t 
均成立.根据 条件也 得出矛盾，并推导布朗运动在零点是不可微的. 

10. 布朗运动并不足以作股票市场的运行模型，首先它的均值为常数，然而如 
果仅考虑通货膨胀，公司的股票通常是以某个比率增长的.而且，可能是“噪声”太 
强（增量的方差可能比所观测到的大一些）或者噪声太弱.我们可以调整改变噪声的影 
响而人为地引进一个漂移，即使如此这仍然不能成为一个好的模型，下面是其中一个 
原因.假设{呢}0 0 是 P 下标准的布朗运动.通过 St = fit + aWt 定义一个新的过 
程 {5 t } O 0 , 其中 a >0 和 Mei ? 都是常数.证明对所有的 a >0， MeR * T >0， 
存在一个正的概率使得 St 为负. 

11- 假定 { Wt }^ o 是一个标准的布朗运动.证明在条件= Xi 下，恥 1/2 的 
概率密度函数是 



12,设{恥}^ 0 是 p 下标准的布朗运动，令: r a 是水平 a 的到达时间，即 

T a = inf{t > 0 : W t = a }. 

那么，在命题 3.4.9 中己证过 

E[exp(—0r a )] = exp ( — ay/W). 

应用这一结论来计算， 

(a) E[r a ]， 

( b ) P [ T a < oc ]. 

13- 设◦表示测度 P 下标准的布朗运动，并通过 
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M t — max W 3l 

O^s^t 
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定义假定 ; r > a ， 计算 

(a) F[M t ^ a,W t ^ x] r 

(b) F[M t ^ a,W t ^ x). 

14 .设 {^}^ o 表示 P 下标准的布朗运动.令： T a ，6 表示斜线 a + bt 的到达时 
间，即 

T aib = inf{t ^ 0 ： W t = a bt}. 

在命题 3.3.5 中证明了对于0>0，^1>0和6彡0， 


E exp ( _ OT a ,b)~\ = ©xp ^ — d(fe + \/ 办 2 + 20)) • 

这个问题就是计算 r a ， b 的分布，而不采用拉普拉斯逆变换.在下文中， <p(x) = ^(x) 

* ( " )= /l^ exp ( _ ^) ds, - 

(a) 计算 P[r a ，6 < oc ■ 

(b) 根据 sW 1/s 与同分布这一事实，证明 

^[T a ,b ^ = ^[W s ^ as + 6,对某个 1/艺 ^ s < oo 的 5]. 


(c) 根据 IV./t 的值，利用前面的部分来证明 


P[T a ,t, ^ t] 





x + a"，a < OO]0(V7x)dx 




+ bt\ 

VT ) 


(d) 在上式的积分中代换概率并推导 

啦，…卜叫 $) +1-少(學) . 


15. 设表示 P 下标准的布朗运动_且令 {^} t > 0 表示它的自然 a- 域 
流，下面哪些是 (P, {^t}^o) “鞅？ 

(a) exp(<rWt) 9 

(b) cW t ^ c 2 f 其中 c 是一个常数， 

(c) tW t - /o W s ds. 

16 ■设 {^ Kt^T 表示一个与标准的 P- 布朗运动 {WtWt^T 相关的自然 (T- 
域流，引理3.4.6.3重新写为 


E exp 




= exp 


aW s 


2 



1 a , 


对所有的 


利用积分符号下的微分法则来给出 {W t 2 - t} t>0 是一个 （P，{^} t >Q) ■ 鞅的另一种证 
明，并证明下述也是 （P，{A}go) •鞅， 


(a) W^-3tW tf 

(b) W t 4 -6tW^3t 2 . 

17. 设 （ Q ，7， P ) 是一个概率 空间. 假设实值随机变量 : T : D — R 在测度 P 下 
在 [0,1] 上是均勻分布.定义随机变量 { X t }^0 

X t { uj ) = 

验证关于自身的 a - 域流是一个 P - 鞅.[提 示： 对一个几乎必然为零的随机 
变量，其条件期望才是惟一的 .1 

证明： T 是一个停时，这里不能利用可选停止定理来证明. 

18. 如前一样，设 r a ， r fe 分别表示一个 p - 布朗运动 { Wt } t > 0 到达水平 a , 的首 
达时间，但是现在不必为零（见定义 3.1.3 后的注释).证明如果 a < z <&， 那么 

F[Ta<T b \Wo=x} = ^^. 

0 — a 

[提示：模仿随机游动相应结果的证明，参见命题 2.4.4.] 

19. 利用习题 is 中的记号，令 r = r a Ar 6 .证明如果 a < o < fe ， 那么 _ 

E[T|Wo = 0] = —ab. 
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引言 


由于布朗运动不能预测负的股票价格，因此很难将之作为一个合理的市场 
模型.然而，可以通过考虑布朗运动的函数推导出一系列更广的潜在模型.基 
于 Black-Scholes 定价理论的基本模型，即几何布朗运动恰恰可以通过这种方 
式推导出来，它承袭了布朗运动的不规则路径.在 4.1 节中我们将看到为什么 
不规则路径的股票价格模型迫使我们通过套利来讨论，这本身不足以证明几何 
布朗运动模型的合理性.然而，在 4.7 节中我们将给出进一步的讨论，表明它 
至少是一个明智的起始点.有关几何布朗运动的不足之处的更详细的讨论将在 
第 7 章给出. 

为了研究通过这种方法构建的模型，我们需要建立一种以布朗运动为基 
础的随机分析，本章的主题是伊藤随机分析 . 4.2 节将给出伊藤随机积分的定 
义， 4.3 节推导与随机分析相应的链式法则并学习如何分部积分. 

正如离散情形一样，在 Black-Scholes 框架下定价和对冲有两个关键要素 
首先需要改变概率测度，使得贴现资产价格成为鞅.做这件事的工具是 4.5 
节中的 Girsanov 定理.构造对冲投资组合依赖于连续情形 下的: :项式表示定 
理，即 4.6 节的鞅表示定理. 

其次，如离散情形下一样，将取一种权益期望值贴现形式的定价公式， 
而 Black 和 Scholes 通过一个完全不同的讨论获得了这个结果（参见第 5 章 
观5)，在讨论中价格是作为一个偏微分方程的解获得的.通过 4.8 节中 
的 Feynman-Kac 随机表示公式与概率方法联系，这个公式揭示了随机微分方 
程与某些：：阶抛物型（确定性）偏微分方程之间的内在的联系. 
m 再次指出，这里讨论的题材是很粗略的.虽然如此，但那些渴望转到某些 

金融问题的读者或许还是希望跳过这一章的证明.可供参考的随机分析的优秀 
教材很多.有一些书在参考书目中给出. 
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4.1 股票价格不可微 


图 4-1 显示了 6^年和1年期内的微软的股票价格，当然，它看起米不 
像是时间的一个特别好的函数，其至用很小的时间标度，价格的轨迹看起来 
也很 粗糙. 关于股票价格路径的不规则性的统计研究有 很多. 这一节，至少 
在没有交易费用可以连续交易以及像通常那样无套利机会的假设条件下，通 
过 Lyons (1995) 的一个纯数学的讨论探究我们的股票价格模型的路径是何等的 
粗糖. 继续假设市场有一个无风险现金债券. [72" 

首先，我们需要一个定量“粗糙度”的方法，对函数/ : [ o ， r ] — r ，它 
的变差是根据分割来定义的. 

定义 4 .1.1设 7 T 是 [0, T ] 的一个分割， N ( n ) 是构成分割 7T 的区间个量化粗 
数，（^(兀）是兀的网格（即分割的最大区间的长 度). 记0 = k h <… < 糙度 
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图 4-1: 长期 （6| 年）和短期 （1 年）内不支付红利的股票的两幅图 
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为分割区向的 端点. 那么，/的变差是 



JV(tt) 

二 1 Ug 1 ， ⑹一秦… 



如果这个函数是“好的”，比如它是可微的，那么，它有有界的变差， 
而“粗糙”的路径有无界的变差.为了量化粗糙度，我们将变差的概念拓展 
到 P - 变差. 


定义 4.1.2 

义为 


沿用定义 4.1.1 中的记号，函数/ : [0， r ] — K 的 p - 变差定 





注意，如果 P>1, 那么比变差是有界的函数更粗糙的函数的 P- 变差是 
有限的.例如，粗略地说，如果在间隔5的区间内函数的变动是 v ^， 那么 2- 
变差是有限的. 

有界变 我们现在讨论如果股票价格有有界变差，那么它们或者是无风险现金债 

差和套 券的常数倍，或者（假若我们可以连续交易并且没有交易费用）存在极大的套利 
利 机会. 

在第2章离散时间情形下，我们证明了（方程 (2.5)) 在时间 K 间 [ iSt , (z + 

1) 汾）内，由份股票和 A +1 份现金债券组成的投资组合如果是自融资 
的 （ self - financing )， 那么它在 N 6 t = T 时刻的贴现值是 

N -1 ’ 

Vn = Vo + ^2 A+i (馬 +i -馬) . (4*1) 

7=0 


1731 


这里，在 j 汾时刻^- +1 是已知的，但它通常是一个关于艮的函数.在连续情 
形下，可以令交易间隔汾趋于0,如果贴现的股票价格过程有有界变差，那 
么当汾丨0时， （4.1) 中的黎曼和将收敛到黎曼积分 


MSt)dS t ^ 

这里，办表示《时刻我们持有的股票份额.这就是说，对任意选择的{外)}(^^， 
我们可以构造一个自融资的投资组合，它在: r 时刻的贴现值是 

fT 

v 0 + MSt)dS t . 

Jo 



现在选择一个可微函数 F ( x ), 它在 x =为点附近的值很小而在其他地方的值 
很大 • 那么通过在0时刻投资 F ( So ), 并拥有一份 t 时刻时具有 _ t ) 份股票 
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的自融资投资组合，这里， < t >( x ) = F f ( x ) f 我们构造的投资组合在 r 时刻的贴 


现值是 


F ( S 0 ) + 



F f ( S t ) dS t . 


由积分的基本定理可知，它是尸 

我们不得不等待股票的贴现价格从灸转变为更多的价值，例如，在 f 时 
刻持有（矣-忌 )） 份股票的策略在 r 时刻能获得 




T 


( S t - S 0 )dSt 


o 



( St - So ) 2 


份的价值（这里乘以消去贴现). 

无套利情形下，我们并不希望股票价格路径有有界的变差.事实上，正 
如 Lyons 指出的那样 ， L C Young 的讨论拓展了这个结果.再次假定能够连续 
交易并无交易费用，对某些 p <2, 如果股票价格的路径有有限的 p - 变差， 
则可以获得任意大的收益. 


4.2 随机积分 


4.1 节的工作表明我们应该寻找这样一些模型，在模型中对 p < 2的股票 
价格有无限的 P - 变差.用布朗运动做标准构件可以构造出许许多多这样的模 
型，但这需要一种新的微 积分. 对于熟悉的牛顿微积分来说布朗运动的路径太 
粗糙了，对我们没有什么用处，甚至，即使它满足微积分基本定理，也将再次 
致使我们放弃把布朗运动作为模型的基础. 

用来模拟股票价格的过程通常是一个或多个布朗运动的函数.为了简单， 股票价 
这里我们限定它仅是一个布朗运动的函数_我们应该做的首要事情就是写出股 格的微 
票价格演变的微分方程. 分方程 

假定股票价格的形式为爲= /( t ， Wt ). 利用泰勒定理（并假定/至少是 
“好的” 

/( 亡 + 汾， W t ^ st ) - f ( t y W t ) = Stfit . Wt )^ 0 ( 6t 2 ) + ( W t+5t - W t ) f ( t , W t ) 

^~(Wt + st-W t ) 2 r(t,Wt) + -- 

这里我们使用记号 _ 

在我们通常链式法则的求导中，当{呢}^0用一个有界的变差函数替代时， 

右边最后一项的阶数是0(况 2 ).然而，对布朗运动来说，我们知道- 
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Wt ) 2 ] 是沢.因此，我们不能忽略包含二阶导数 的项. 当然，现在有一个问 
题，因为我们必须解释包含一阶导数的项，如果 { Wt+st - Wt ) 2 是0(汾）阶 
的，那么 - w t ) 应该是 o ( VM ) 阶的，这能导致在有限的时间区间 
内{5山钟有极大的改变 • 然而，事情并不是毫无希望的. W t+ st - Wt 的期望 
值是0,并且在0点附近的波动是 x / 石 阶的， 与中心极限定理比较， S t -So 
是一个明确定义的随机变量似乎是合理的.假定我们对比能给出严格描述，那 
么满足氏=的微分方程有如下形式 

dS t = f ( t , W t )dt + f { W t ) dW t + •/〃 (恥) dt : 

为了方便，将它写成积分的形式， 

St = S Q + f f ( s , W 3 ) ds ^ f f ( W s ) dW s + f lf f / ( W s ) ds . (4.2) 

Jo Jo Jo z 

二次变 为了使基于布朗运动的积分是有意义的，我们必须找到一个对方程 (4.2) 

差 右端的随 机积分 (stochastic integral) ( 也就是第一个积分）的严格的数学解 
释.关键是研究布朗运动的二 次变差 (quadratic variation). 

对一 个典型 的布朗路径，2-变差是无限的.然而，确实存在2-变差的一 
个稍弱的类似形式. 

定理 4.2.1 设 Wt 表示在 IP 下的布朗运动，对 [0, T ] 的分割 tt , 定义 

iV ( TT ) 

S(n) = ^ I - U 2 . 

J = 1 

令 7 T n 是一个分割序列，且占 (7 T n ) —► 0，则 

■ ■ 

E I S(7T n ) - T I 2 —0 当 n — oo . (4.3) 

— — 

我们说用 {[ W ] t } t > o 表示的布朗运动的二次变差过程是 [Wit == <. 更一般地， 
我们可以定义与任意有界连续鞅相关的二次变差过程. 

定义 4.2.2 假定 { M t }^ 0 是一个有界连续的 1 P - 鞅，与 { M t } t ^ o 关联的 
二次变差过程是过程 {[ M ] Jq 。， 使得对 [0， T ] 的任意分割序列 '， 5( n n ) ^ 

0,有 

- iV ( 丌） |2- 

E > : _ 1 2 — [ A /]! 1 — > 0 当 —> oo . (4.4) 

, I ■ 

dl ] 注释这里我们不证明它，但 （4.4) 式中的极限与分割序列无关. □ 

定理 4.2.1 的证明我们展开 (4.3) 中期望内的表达式，并运用正态分布的 
知识.设 { tn , j }^ o n ) 表示构成分割 7 T „ 的区间的端点.首先注意 

iV (7 T n ) [2 

I S (7 T n ) — T | 2 = {l - I " ~(tnj - tnj - l )} • 
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为了方便，记丨 W tnJ - Wt ^ | 2 -(心，厂。- : l ) 为^ f ， 那么 

N(7T n ) 

\ S ( n n )^ T \ 2 = Y , (+ 2 E “. 

j—i j<k 

注意，布朗运动有独立的增量， 

EUEU = 0，如果 J ’ 笋 fc . 

此外 

nsij = eh wi n>i - i 4 

_ 2 I W tntj - | 2 (tn,j — tn,i-l) + (*n,i - tn,j-l) 2 ]> 

对一个期望是 0 方差是 A 的正态分布的随机变量 X , 由第3章习题5知， 

E [| x | 4 ] = 3 A 2 , 

因此，我们有 

= — t n j-i) 2 — 2{t n j — tn,J-l) 2 + (tn,j ~ tn,j—l) 2 

= 2( t n ，j - t n > j _ i ) 2 

^ 2<5(7T n )(t n ，j — ^n,i —l)- 

对 j 求和 

t 

JV (7 T n ) 

E[j D - T I 2 ] < 2 X ： _ — l ) 

j=l 

= 28( ir ri )T 

— 0， 当 n — > oo . □ 

在古典方法里这个结果还不足以定义积分 jf / hwgd %， 但它足够允 积分布 
许我们从本质上模仿勒贝格 ( Lebesgue ) 积分的构造，把它作为简单函数的积 朗运动 
分的极限，至少对满足/^见[尸(&%)]心<00的函数来说是这样，只要我们 
仅要求在 L 2 中这个极限存在.即，如果是一个收敛到/的阶梯函 
数的序列，那么，是一个随机变量，对这个变量来说 m 

pt ft 2 

E / f{s,W 3 )dW $ ~ / f {n \s,W s )dW s —0 ， 当 n — oc. 

Jo Jo 

这与定义 4.2.2 中用二次变差的概念来替代 2 -变差的概念是一致的. 

尽管积分的构造可能看起来是熟悉的，但它的性质却大不相同.首先，我 
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定义积 

分 

[ 77 ] 


们通过定义 /o W s dW 8 来说明这点 
由古典积分理论，我们通常有 



T 


f ( s , x s ) dx . 


0 


忠 0 s 


+i 


x tj )， 


(4,5) 


用同样的方法定义随机积分，即 



T 7V(tt)-1 

0 把 。 S 


但现在要注意的是这个极限可能只在 L 2 中存在. 

再次考虑定理 4.2.1 中的量 5( tt ). 

JV(tt) 

N(tv) 

= E {(K - 2叭卜风' - D' 

iV(7T) — 1 

= 耐 - Wo 2 —2 f Wtj (w tj ^-w tj y 

j=o 


当 6 ( tt ) 4 o 时，左边收敛到 r (由定理4.2*1)，因此令 J(7T) — 0，重新整理得 


到 



W s dW s = \{ W ^- W ^- T ). 


注释注意这并不是古典积分理论所得到的结果.此随机积分中的额外项 
来自于 lim^s ⑷ — 0 S ( tt ). □ 

在公式 （4.5) 中，用作为/在区间上的近似值，而在 
古典积分理论中，相应地可用区间中的任意一点代替而取极限的结果是相 
同的 • 在随机理论中将不再是这种情况.习题3进一步要求计算下面两个极 
限： 


⑷ 

iV(7T) — 1 


(b) 





+i 


2 
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通过选择分割中每个子区间里的不同点，用/在这些点的值作为/在子区间 
上的值，我们得到不同的积分.函数 }{ s , W s ) 关于 M 的伊藤积分定义为（适 
于 P - 概率为零的集合） 



f ( s , W 8 ) dW s 


lim 

(S(7T)— ^0 


JV(TT) — 1 


J+I 




(4.6) 


斯特拉托诺维奇积分 (Stratonovich integral ) 定义为 



f ( s , W s ) odW s 


N(tt) 

,( 1^0 ^ 


/ fe 為） + /( t w ，Wt 

- 




在 L 2 情形中这两个极限是可以理解的.从计算角度来看，斯特拉托诺维奇积 
分具有保持牛顿微积分法则的优点，参看习题&但从建模的角度来看，至少 
从我们的目的来看，它是个错误的选择.为了找到原因，考虑在一个无限小的 
时间间隔内将会发生 什么. 例如，可以构造一个投资组合.在时间间隔的初始 
时刻重新调整我们的投资组合，而在无限小的时间间隔内它的价值将超出我们 
的控制范围_在分别依赖于当前时刻股票价格和下一时刻股票价格这两种价值 
的平均值的基础之上，斯特拉托诺维奇模型允许我们改变现在的投资组合.当 
我们做投资决定之时，我们没有这种信息. 

我们简单重述着离散情况下所说的话，投资组合的构成是可预料的.我们 
给出连续时间下的相似定义. 

定义 4 . 2.3 给定一个 a - 域流{^}咖，随机过程{^}咖是 
可料的或可测的，如果对所有的 Xt 是乃 —- 可测的，这里 


s<t 


注释如果{石}|>0是 
连续的)，那么义£是自动可料的. 


适应的并且左连续（特别地，如果它是 

□ 


在伊藤随机积分中，被积函数总是可料的. 

我们仅在一个特殊的情形下，即当被积函数本身是布朗运动时，来估计 
伊藤积分.现在，通过首先考虑简单函数的积分，然后用古典背景中相同的方 

法来拓展我们的讨论，我们总是假定是由 a - 域流 {^ t } t>0 生成的 
P - 布朗运动. 

定义 4.2.4 简 单函数 是一个具有如下形式的函数 


简单函 

数的积 

分 

18 


■ V 
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其中 

n 

li ~ ? ^z+l] j [Jh = (0,T], IiDlj = {0} 如果 i # j 

i=l 

对每个 i = 1， •…， n，ai : — ► E 是一个 ■ 可测的随机变量，且 E [ aj ( w ) 2 ] < 


注释暂时放弃我们不提及 D 的惯例.然而，在我们的记忆里，％ 
是的函数且％是 { Wrh ^ s , 的函数，这个 Q 的符号对获取这两方 
面的关键信息是有益处的.在我们的符号中，继续让不依赖 
于 0；. □ 


注意： 我们定义的简单函数是-可料的，一些书中称这样的函数为 
简单可料函数 (simple predictable function ). 


如果/是一个简单函数，那么(岣也是简单函数，定义 

Jf(s,u)dW s = J f(s,u)l [0it] (s)dW s . 
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由（4,6)， 



t 


n 


0 


f(s,u;)dW s 4 5 > 如 ) 1 _( 5 0 (% 


t+i 


At 


w Si y 


现在，就像古典积分理论一样，对一个更一般的（可测的）函数/，能找到 
一个简单函数序列 {/ ⑷，使得当 n — oo 时，/^ — /，并定义/关 
于的积分是 lim n — oo // ㈤ huOd %, 如果这个极限存在的话.对 
任意的/这个并不一定成立.接下来的引理有助于确认一个函数空间，对于此 
空间中的函数我们能适当地期望它们有好的极限， 


引理 4.2.5 假定/是一个简单函数，则 
1. 过程 

/ f ( s ^) dW s 
Jo 


是一个连续的 （ p , 
2 . 


E 


{^} qo )- 鞅， 

(乂 /—) 肌) 



3. 


E 


sup 

t^T 



t 


2 广 ^" 1 

/(s.^dWs) ] ^4 / E[/(5,a;) 2 ]ds. 
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注释第2个结论是著名的伊藤等距 （ltd isometry )， 它表明应该可以 
将 [0， t ] 上的积分定义扩展到可料函数，使得 WE [/( S ， o 0 2 lds < oo . 而且， 
对这样的函数，以上3个结论仍然 成立. 实际上，我们还可以将此定义再 
扩展一点，但此时积分可能就不是一个鞅了，而这个性质对我们来说很重 

要. 口 


在证明引理4:5之前，先引入一个著名的杜布不等式. 

定理 4 .2.6 (杜布不等式） 如果 ^ 一 个连续秩，那么 

■ ■ 

E sup ^ 4 E [ M ^]* 

」 

这个著名定理的证明在一些参考文献中可以找到，例如 Chung & Williams 
(1990). 

引理 4.2.5 的证明 第1个结论的证明是习题5,第2个结论应用杜布不 
等式可得到第3个结论，因此，我们仅证明第2个结论， 

通过假定定义 4.2.4 中的符号简化符号 


n 


/(s ， o;)l [(M] (s) = 

i=l 

其中，区间 4 是互不相交的，且 Uii 厶=(0,幻，由定义知 



t 
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0 


f(s : u))d\V s = 》 : flj (uj)(W 3i _ hl — W Si ) 


因此 


E 



t 


f(s,uj)dW s 


E 


E 


\ i=l 

J2aU^)(W Si+1 -W Si ) 2 


+2 E 


- W Sz )(W Sj ^ - W Sj ) 


假定 j 


则由条件期望的塔 ( tower ) 性质 
E[a z (u^)aj(u;)(W Si+1 -W Si ){W s ^ 


% )] 


E 


ai(uj)aj(uj)(W s ^ 






0. 


而且， 


E[aU^)(W Si+1 - W Si ) 2 ] = E [ af ( a ;) E [(^ ai+1 - T ^ Si ) 2 |^.]' 

=Ek 2 (^)](si+1 - Si). 
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伊藤积 

分的构 

造 
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代入得 

E [(乂 /(―肌) 2 ] 

得证. 


5^E[a?M](s i+i - Si) 



E [/( s , a;) 2 ]ds 


□ 


记号：记为满足以下条件的函数/ ： E + x 0 ^ R 的集合，对0彡 f < T ， 
m { r t } t ^o - 可测的，并且 

/ 0 T E [/( s , u ;) 2 ] d 5 < oc * 


这个是我们的可积函数类.继续 下去： 通过一个简单函数序列来 
近似一个一般函数 / e 开 T , 定义 

f(s,0j)ds^ lim f' f n (s,uj)dw s . 

J0 n^ooJ Q 

下面的定理证实了上述结论是正确的. 

定理 4.2.7 假定 { W t } t ^ o 是一个 P - 布朗运动，令 { r t } t ^ 表示它的自 
然 - 域流，存在一个线性映射 J ， 它把打 T 映射到定义在区间 [0 5 T ] 上的连 
续 （ P ， 鞅空间上，使得 

1. 如果/是简单函数且那么 

J(f)t = f f{s^)dW 3 , 

Jo 

2. 如果 t < T ， 那么 

nj(f) 2 t] - f E[f(s, u;) 2 ]ds, 

Jo 

3. 

E sup J { f) 2 t 



证由杜布不等式，一旦知道 { J ( f ) t } o^T 是一个 P - 鞅，则由第2个结 
论可得出第3个结论.我们来定义 J , 并证明前两个结论，按照前面的近似过 
程来进行. 

令 {f {n) }n^l 是一个简单函数序列，使得 


E / f ( s , u ;) - f n ( s , uj ) d 5 — 0, 




t 
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因为两个简单函数的差仍是简单函数，由引理 4.2.5 


E 0 :( J (L、) 


2 



现在，定义 J ( f 、 t 为 lim n —oc J (/( n ))*， 由 (4.7) 知对0 < t < 7\这个极限一 
致存在，除了是在 1 P - 概率为零的集上，这里我们令 J (/) t 等于0,而且， 

E [ J (/)?]= lim E [( J (/ ⑻)? 卜 lim f \[ f ^( s^) 2 ]ds = f \[ f ( s , u ;) 2 } ds . 

n—oo ^ooJ Q J 0 

仍然需要验证鞅性质. 

现在，由詹生不等式（见第2章题16)，它同样能很好的适用于条件期 
望， 

E —[•/(/ ⑷) # S ]-E[«7(A|JF S ]| 2 = E[E[J(f^) t ~ J(f) t \T a ] 2 ] 

匕 J 

< E[E[|J(/^)) t -J(/),| 2 |^]] 

—> 0， 当 n —^ oo . 


因此，利用 

J ( f { n ) ) s = E [ J ( f ^) t \^ s ] 

取极限 

E [( j (/) s - E [ J (/) t |^]) 2 ] =0. 

这意味着 

J ( f)s - E [ J ( f ) t \ r s l 以概率 1 P 1 成立， 

这几乎是鞅性质，但我们想除去“几乎确实 ，，的 限定.为了这个目的，选取 

一个 J (/)， 使得鞅性质对所有的 s，t e Q 成立[通过在一个零 P 测度集上 

再次定义 J ( f ) 可以做到这一点 j . 由于 j ( f ) 是连续函数的一致极限（或者 

一致为零)，因此，它是连续的，利用这个定义，鞅性质对所有成立•得 
证- □ 

定义 4.2.8 对托 r ， 记 

J U)t = f f ( s , u ) dW s , 

Jo 

称这个量为/关于 { W t } t ^ 0 的伊藤随机 积分. 
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注意到可能除了在一个 P - 概率为零的集合上， J (/) 确实符合 (4.6) 的规 
定. 

我们定义了关于布朗运动的随机积分，它可以容易地扩展到能被写 
其他积成 A =呎+息的任何过程{义山冲上，这里 { Wt } oo 是布朗运动， { A t } t^o 
分算子是有界变差的一个连续过程.在这种情况下，我们可以定义关于 { X t } t>0 的积 
分为两部分 的和： 关于布朗运动的积分加上关于的积分.在古典意义 
下后一项存在.也能用其他的鞅来替换布朗运动，这是我们的下一个目标. 

假定{从山冲是一个连续的 （ P ， {巧}咖）-鞅，且对每个 t >0, E [ M , 2 ] < 
DO. 与关于布朗运动的伊藤积分类似，对一个简申函数 


n 


/(s ， w) = 


1 
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定义 



n 


/(s,a;)dM s = y^ai(a;)(Mg 


i + l 


M Si ). 


通过极限，接着我们对所有的定义 


t 


w (f)t = f{s,u)dM 8 
其中九畀是可料函数/ : M + x R ^ R 的集合，使得 



T 


E [/(5， a ;) 2 ] d [ M ] 


S 


0 


如果有必要，可在零 P - 测度集上再次定义 J M (/) 为零，得到下面类似定 
理 4.2.7 的结论. 

定理 4 . 2 . 9 假定 { MJ 咖是一 个有界连续的 （ P ， {巧}*>。)-鞅， 且 E [ Af t 2 ] 
< oc ， 对每个 f > O . 那么存在一个从 7 i 罕 到定义在 [ o ， r ] 上的连续 
的 （ P ，{^} oo )_ 鞅空间的线性映射 J M ， 使得 

1. 如果/是简单函数，则 


J M ( f ) 

如上定义. 

2. 如果 i < r ， 



t 


o 


f(s,u)dM s = j /(s,w)l[ 0 ,t] (s)dM s 


e[J m (/)?]=e 


f(s,uj) 2 d[M] s 
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这里 {[ M ] t } t ^ o 是与有关的二次变差过程. 
3. 


E 

■ ■ 

sup 

< 4 E 

f f ( s , u ) 2 d [ M] a 


O^t^T 

呼 ■ 


.Jo - 


除了在 P - 概率为零的集上， 

f t 释 )—1 

/ /(U)dAT s = lijn E f(si,u;)(M Si+1 -M Si ). 

J o 5 ⑻ —o U 

现在，进一步扩展积分定义，定义关丁能被写成 = M t + A t 的任何过 
程{不}咖的积分，其中， { MtbG 是一个连续鞅 （ E [ M t 2 ]< oo )，{4} oo 是 
一个有界变差过程. 

我们将在证明引理 4.2.11 中利用这个更加一般化的定义.引理 4.2.11 是 
一个有用的结论，它告诉我们有界变差的鞅是常数. 

定义 4.2.10 假定 { M t } t >0 是一个连续鞅， { A t } t>Q 是一个有界变差过 
程，则由石= M t + ▲ 定义的过程 { X t } t>0 被称为 半軼. 

一个连续的半鞅是能以这种方式被分解的任意过程.如果要求 Ao = 0， 
那么这个分解是惟一的. ___ 

注释： 严格地，定义 4.2.10 中应该用“局部鞅”替换“鞅”，对更一般的 
做法，可参见 Ikeda & Watanabe (1989) 或 Chung & Williams (1990) 的 
文章. 


引理 4*2_11令为一个连续 （ P ，- 秩， 且对每 
个0 < t < r , E [^ 2 ] < oo , 如果 在 [0， T ] 上有有界变差，则 

F [ A t = Ao , Vt € [0, T ]] = 1. 

证令 A = 為 — Aq . 由于是有界变差的 一 个连续过程，因 
此可用古典方法来定义积分由微积分基本定理， 

_ = 2 f ^ s dA s . 

Jo 

这个积分不管是作为古典积分来看还是作为随机积分来看是一样的，因此，由 
定理 4.2.9 知它是一个鞅，从而 

E 2 / A s dA s = 0. 

■ Jo . 

这样，对所有的6， E [ Aj ] = 0，所以，由的连续性 ， Ppf = 

0 , we [ o ， r]j = i ， 得证. 口 
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4.3 伊藤公式 


随机积 

分链式 

法则 


知道了随机积分的意义，现在我们来建立一些伊藤随机微分的法则.首先 
建立链式法则和一些它的分支. 

定理 4 _ 3 .i (伊藤公式）/使得偏导数餐,髮和0存在且连续，并 
且髮€九，对每个 t 几乎都成立，则有 


f(trW t )-f(0,W 0 ) 



t 


df 


o - {Si WMW^ %(s t WMs 

d 2 f 




dx 2 


(s,W 3 )ds. 


记号：通常伊藤公式用微分符号记为 

df(t,W t ) = f(t, W t )dW t + f(t, W t )dt + W t )dt 


证明思路为了避免太多繁琐的公式，假定 / t 三0,(这个证明可以毫不 
困难地扩展到一般情况 .） 则公式变为 


f(Wt) - /(Wo) = f ^{W a )dW s + i r 髮 ㈣ 


(4.8) 


^ 令 TT 是 [0， t ] 的一个分割，通常记 t U t i + y 为一般区间的端点，那么 


iV(7T) — 1 


o 


在分割的每个区间上应用泰勒定理， 


N ( tt )-1 JV ⑻ — 1 


i=Q 


i =0 


其中点 VH ^ +1 ]. 由布朗路径的连续性，可以将它写为 


f ( w t )- f ( w 0 )= J2 简 )( u~)+i ^ r ( w Vj )( w tj + 1 - w tj ) 


2 


：0 


0 


其中 ％ e [~，~ +1 ]_ 再将第二项写成 


JV( tt )-1 

E (/〃(％) 十。)^^- 1 ^) 2 , 


其中 
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特殊情形假定0是有界的，那么，对每个固定的7，由于 r h 
0( M ) 在 [ o , r ] 上是一致连续的，当分割的间距趋于 0 时， sup jej — 0•现 
在我们仿照定理 4.2.1 的证明来做. 


E 


AT(tt)-1 

E - (t j+ i ~ tj)) 


E 


j=o 

N (x) _ 1 


2 


E (/〃(％)) 2 (d - -(t j+1 -tj)) 

7=0 


2* 


+2 E 


E /" 陶/ - ^ u ) 2 - ( t i+ i 


u)) 


x {(Wt j+1 - H^ ) 2 — (tj+i - tj)) 


(4.9) 


与前面一样，将条件作用于 A ,.， 利用条件期望的塔性质，再结合0的有界 
性，可证明当分割的间距趋于0时， （4.9) 式的右边项趋于0, 

最后，利用 


a 


和连续性，我们看到如果0 
测度集上. x 

一 般情况为了去除 g 
部化序列”.令 x 


是有界的，那么公式 （4.8) 成立，除了在零 P - 
是有界的这一假设，我们可以利用所谓的“局 


r n = inf{f > 0 : \ W t \ > n }, 

然后，用 { HW 丄如替换 { W s } s >0 , 由于 g 连续，因此 {|^ (H / sATn) }^ 0 

是一致有界的.始终用 K Ar 7 ls >0 替换 { W 8 f s >0 来完成我们明.（注意$ 
了做这项工作，我们需要这样的事实，即是一个停时. ） 通过令 n — oo ， 
可获得所有的结论. □ 

伊藤公式证明的所有细节可参见 Ikeda & Watanabe (1989) 或 Chung 
& Williams (1990). 


例 4 . 3 . 2 利用伊藤公式计算 E[Wf]. 

解通过厶= Wif 来定义 { Z t } t>0 > 那么由伊藤公式 

dZ t = 6 W t 5 dW t + 15 W t 4 dt 
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和显然的 A = 0，积分形式为， 

Z t - Z 0 = f 6 W ^ dW s + P lbWfds . 

Jo Jo 

随机积分的期望为 0 ( 由鞅性质彡，因此 

E [ Z t ] = P 15 E [ W ^ 5 4 ] ds . 

•/o 

现在由第3章中的习题 5( 或本章习题 9) 可知， E [ W ^] = 3 s 2 , 代入上式得 

E [ Wf ] = m [ Z t ] = 15 f 3 s 2 ds = 15 t 3 . □ 

Jo 

几何布 连续时间中股票价格的基本参考模型是几何布朗运动 （geometric Brown - 

朗运动 ian motion ) , 定义为 

St — So exp ( z 4 + cWt ), (4.10) 

其中，像通常一样，是标准的 P - 布朗运动.应用伊藤公式， 

dS t = aStdW t + ( i / + la 2 ) S t dt 

I 

这个表达式被称为氏的随机微分方程 (stochastic differential equation ) , 它通 
常记为这样的符号方程，即使写成积分方程也是有意义的. 

引理4. 3 .3记^=^+誓，前面定义的几何布朗运动过程是一个 （ P ， {乃 
} go )- 鞅当且仅当 /u = 0, 而且 

E [5 t ] = 5 o exp (/ xi ). 

证积分形式下的几何布朗运动的随机微分方程可写为 

St = So -\- f (u + ~- a 2 ) S s ds + f aS s dW s . (4.11) 

Jo 2 Jo 

注意到 { S t } t> Q 是一个 （ P , 半鞅.在这种特殊情况下，要证明它是 

一 个鞅当且仅当 /i = 0, 相当于证明半鞅分解的惟一性，即它可惟一分解为一 
个鞅和一个有 界变差过程. 

假定 /X = 0 (4.11) 式中的古典积分项为零，由于 { St } t>0 沿袭了布朗运 

动的连续性，并由 （4.10) 知它是适应的，再由定义 4.2.3 后的注释知道它是可 
料的，因此由定理 4.2.7 可知， （4.11) 中的随机积分是一个鞅* 

假定 { S t } t ^o 是一个 （ P ，{^} q 0 ) - 鞅 由于两个鞅（关于同一 (7 - 域流) 

的差仍是一个鞅，由 

A t = St — So — f aS s dW s = f ^ tS s ds 

Jo Jo 
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定义的是一个鞅.这个古典积分有有界变差，因此由引理 4.2.11 可 
知，以概率1次等于戍，又由上式可知為 = 0. 由于对所有的 s ， S 8 >0, 

故有 M = 0. 

期望为了证明第二个结论，在 （4.11) 中的两边取期望，再次利用随机积 m 

分项是期望为0的鞅，得到 

E[ 5 t]- 5 0 =E[ f fjiS s ds] = f fiE[S s ]ds, 

iJo J Jo 

(由古典积分理论可证，关于时间 t 的积分与期望是可以互换的 .） 解此积分方 
程得 

E [5 t ] = 5 oexp (^ t ). 

证毕. 口 

有了伊藤公式后就很方便，它允许我们直接用 {5 t }^ 0 来工作（以便我们 几何布 
能写出/⑺私）的随机微分方程).现在知道了如何使我们原来探索性的计算严朗运动 
密化，因此我们用清晰的思路继续 下去： 的伊藤 




将此伊藤公式用积分形式给出 

f(t,S t )-f( 0 ,So) = J ^(u,S u )du-\- J ~-(u,S u )dS u 

+ \J 0 

= / 篆 、 u ， Su ) du + j ^(u,S u )aS u dW u 

+ Z 髮 ( W ， Su ^ Su( ^ u + ■ / S u )cr 2 Sldu. 




86 



随机分析 


注意： 意识到关于 {S t } t ^o 的随机积分将不再是一个关于概率测度 P 的鞅， 
在此概率测度下 {W t } t>0 是鞅，除了在特殊情况：当 {S t } w 是一个 P ■鞅， 
即当 ； x = 0 时，{灰山列不是鞅.为了实际计算，通过像最后一行那样展开 
“随机”积分来分离鞅，这种做法通常是明智的. 


例 4.3.4 假定如是几何布朗运动且满足 

dSt = /J>S t dt + < jS t dWt , (4.12) 

其中 {W*}oo 是 P 下标准的布朗运动，计算 E[5 t n ],n€N. 

解由上面的计算， 


St = exp(i/t aW t ), 

圆 这里 p m -誓，因此 {S^o 也是一个几何布朗运动，其参数为= 

nv, cr (n) = nu. 由引理 4,3.3 得 

E[$ n ] = 况 exp ((m/+ ■nV 2 )》 = 5?exp ((n/x+in(n- l)£r» (4.13) 

为了用随机积分获得一些更多的练习，假设我们不知道如何将随机微分方 
程 (4.12) 的解明确地表示为一个 {W t } t ^o 的函数.粗略地说，一个可供选择 
的计算 E [5-] 的方法是应用伊藤引理. 


d ⑻) 


nS^dSt + -n(n- l )5 t n ~ V 5 , 2 df 
(nfi-^ in ( n - l ) a 2 )dt + ncrS^dW t . 


将此方程写为积分形式，并两边取期望得 


E 哎]- E [况] 


t 



0 


np + ^n(n - l)a 2 )E[5^]ds. 


这使得我们再次获得表达式 （4.13). □ 

布朗运 伊藤公式对有关布朗运动的有用特征，即莱维特征的刻划提供了一个快 

动的莱 捷的途径.已经看到布朗运动是一个鞅，实际上当鞅是布朗运动时，伊藤公式 
维性质 有助于建立两者之间的一致性. 


定理 4.3.5 令 { W t } o ^ T 是一个连续的 （P， {巧} 0 沐 r )- 鞅，使得 （K 
t ^ T , Wo = 0, [ W] t = t ，那么 { Wt } o ^ t^r ^ 一 个 （IP ， 布朗运 
动. 


证 我们必须验证对任意的 0 < s < t < T, W t - W s 是期望为0方差 
为 t 一 s 的正态分布，且它与 A 独立. 
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令 2 

Mf 4exp^m-yt). 

应用伊藤公式，我们看到是一个 （ P ， 
对0 < s < i < T ， 


代入整理得 

E[exp(e(W t - W s ))\^ s ]^ exploit 


M t 

M's 


/ 


{7 i } o 你 r )- 鞍， 


-咖 2 )_ 


因为正态分布以它的矩母函数为特性，所以结论得证. 
回到形式为厶= /( t ， 取）的过程，利用伊藤公式 


所以 


□ 


1 

dZ t = - r ( t , Wt))dt + f ( t , W t ) dW t . 

假设 / 是可逆的，则它可以写为 

dZ t — fi ( t , Z t )dt + cr ( t , Z t ) dWt . (4.14) 

定义 4.3.6 对某些在 R + x E 上确定的函数 / x ( t ，: r ) 和 a { t , x ), 形式 

为 (4.14) 的方程称为 { Z t } t> o 的随机微分方程. 

通常，写出 { Z t } t ^o 的随机微分方程要比构造具体的函数 f ( t , x ) 容易得 
多 • 


注意：像（牛顿）常微分方程一样， 一 般地，随机微分方程没有解，即使有解， 
解也是不惟一的. 


例如，若函数 M (纟，岣和有界且关于 x —致利普希茨连续， 
则存在惟一解，但这些条件当然是不必要的 [详细 细节可以参看 Chung 
& Williams (1990) 和 Ikeda & Watanabe (1989)]. 

当然，我们应该真正地以积分形式理解方程 (4.14), 

Z t - Zo— / fi(s ， z s )ds+ f a(s,Z s )dW 3 ^ 

Jo Jo 

下面形式的伊藤公式的证明留给读者. 

定理 4.3.7 如果 A = 满足 

dZ t = cr(f ? Zt)dW t + fi(t, Z t )dt, 


圆 

随机微 

分方程 


和 


K = 5 ( 亡， A )， 





由此推出 
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f ( t ^) = —— 

x + c 

其中 C 是一个常数.利用初始条件，可得 

X t =—-— . 

爪+ 1 

注意到在有限时间内这个解过大了. 口 [92 


4.4 分部积分法和随机富比尼定理 


为了处理随机积分，我们需要两个 法则： 分部积分公式和“随机富比尼定 
理”.前者是随机微分法则的产物，后者通常用于证明随机积分与古典积分的 
次序交换. 

假设有两个随机微分 方程： 

dY t = ^t,Y t )dt + a(t,Y t )dWt, 

dZ t = Z t )dt + a(t, Z t )dW t . 

假设这些方程是由同一布朗运动 { W t } t > 0 所导出的. 

考虑由 

= f cr( s ， y ；)— 和 Mf = f a(s,Z s )dW s , 

Jo Jo 

定义的 （ P ， -鞅，相关的二次变差过程是 

[M Y ]t = f cr 2 (s ， y s )ds 和 \M z }t = f a 2 (s,Z 8 )ds. 

Jo Jo 

显然与 {M t z } t>0 是不独立的，确定它们之间相关性的一种方协方差 
法是通过它们的协方差来确定，显然， + 

都是0?，{巧}^0 - 鞅，它们相应的：：次变差为 ’ 

[M r ±M z ] t = / {a{s,Y s )±a(s,Z s )fds. 

Jo 

我们对过程 { M ^ M t z } t > Q 感兴趣，用配极交换来处 理它： 

= \((Mr + Mf ) 2 - (M ， - Mf) 2 ). 
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取期望， 

f ( a ( s 7 Y s )+ a ( s , Z s )) 2 ds - [ ( a ( s , Y s ) - a ( s , Z 3 )) 2 ds 

0 ^0 . 

■ . 

=E / a(sj Y s ) a ( s 7 Z s )ds . 

Jo . 

记 t 

[ M Y , M z ] t = f a ( s , Y 3 ) a ( s , Z s ) ds . 

Jo 

由于对 （ P ， {^}劍）-鞅来说， { Af t 2 - [ M 】 t }0 O 是一个 （ P ， {乃}制）-鞅（习 
题15 )，再次利用配极交换，我们看到厂 - [ M ' M 2 ] 山 >() 是一 
个 （ P ， 仍}0 0 )-紙 / 

更一般地，考虑由不同的布朗运动（但不必是独立的）推导出的随机微分 
方程.例如，假定 

dY t = fi ( t , Y t )dt + a ( t , Yt ) dW u 
dZ t = A (^ Z t )dt + a ( t , Z t ) dW u 

这里，对某个0 </?< 1， E [( W t - W s )( W t - W s )] = p(t - s ), 这意味着推导 
这两个方程的布朗运动是正相关的， 一 个增加另一个也随之增加，但它们不 
是完全相同的.像以前一样精确地定义和 Mf , 并再次用配极交换来研 
究 <球记 




4 


E 


[MTM t z ] = i ([M y + M z ]t - [M y - M z ] t ) ， 
并利用二次变差的定义， 


TV(tt) — 1 

[M Y ,M z ] t = - M^)(M t z j+i - M^). 

j=o 


在我们的例子中，假若 a 和&是连续的，则有 


iV(TT) — 1 


\M Y .M z } t = 5( ljm o - Wtj )(W tj+ 1 -W tj ) 

j—O 


并通过模仿定理 421 的证明中的讨论，得到 

[ M y , M z ] t = f a ( s 1 Y s ) a ( s , Z s ) pds . 

Jo 

定义 4.4.1 对连续的 （ P ，{^} q 0 )- 鞅{恥}咖和 { N t } t ^ 0 

[ M , N] t A ^([ M ^- N] t - [ M - iV ] t ) 
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称为 M 和#的相互变差或共变过程. 

当然 {[ M , M ] t } t > o 是与 { M t } t > 0 有关的二次变差过程.在定义 4 . 4 .1的 
记号中，若记 5( tt ) 为 [ 0 , t ] 的一个一般分割，则 

N ( 7 T )_1 

[^^] t = lim Yl ( M ti+1 - M tj )( N tj+ ' - N tj ). 

w j =0 

现在，我们具有了为处理半鞅的积所需的技巧. 

定理 4.4.2 (分部积分） 如果 y t = A/f + 和 Z* = A/f + ，这 

里 { M t r }0 O 和 { Mf } t ^ 0 是连续的 （ P ， 仍}吻）-鞅，且{^}咖和 { Af } t>0 
是连续的有界变差过程，则 

d ( V t Z t ) = Y t dZ t + Z t dY t + d [ M Y , M z ] t . 

证对 （ F * + Z t ) 2 , y t 2 和 Z f 2 应用伊藤公式，并从第一项中减去后两项即 
获得结论. 口 

例 4*4.3 假设 一 种资产的英镑价格服从随机微分方程 

dS t = /iiStdt + criStdWt 

且 t 时刻1英镑的美元价值是 E t ， 这里 

则 {W^ qo 和{取}制是 P- 布朗运动，且 

E [(呎- W s )( W t - W s )] =： p(t - s ) 

对 一 些常数 p> 0 成立. 

U 如果在英国无风险利率是 f ， 在美国无风险利率是〜分别在英镑市场和 
美元市场中寻找对于资产的贴现价格的随机微分方程.参数取何值时资产的贴 
现价格在各自的市场中是鞅？ 

解 在英镑市场，记 {^} oo 为股票的贴现价格，即总 = e «^. 由于函 
数 e - 〃有有界变差，则由分部积分公式得 

dS t = - re ^ ri S t dt + e ~ rt dS t 
= (mi — r ) S t dt + GiStdWt . 

在英镑市场，这是资产的贴现价格满足的随机微分方程，它的解是鞅当且仅 

当 "1 =广 
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记 { X t } t>0 为资产的美元价格，则 X t ^ E t St ， 再次由分部积分得， 
dX t — E t dS t + S t dE t + ai^EfStpdt 

― (Mi + ^2 + p<7i<72)Xtdt + aiXtdWt + o-2X t d\V t . 

在美元市场中，资产的贴现价格用表示，则有 

dXt — + "2 + P^i<^2 ~ s)Xtdt + (JiXtdW^ + 

在美元市场中，贴现价格是一个鞅当且仅当 


圆 

一个随 

机富比 

尼定理 


Ml + A^2 + pO\(T2 — S = ()• 

注意到，资产的贴现价格极可能在某个市场中是鞅但在其他市场中却 
不是鞅，当在外汇交易市场中对期权定价（见 5.3 节）或对双重货币工具定 
价（见 7.2 节）时，记住这点是很重要的. 口 

用一个更重要的结论来结束本节，这就是“随机富比尼定理”，它允许我 
们交换随机积分与古典积分的次序.第6章习题23中在定价与某些路径相关 
的变异期权时，我们将需要这个结论. 

用一个非常特殊的形式表述这个定理，它足以满足我们的需要，更一般的 
形式看 Ikeda & Watanabe (1989) 的文章. 

定理 4 . 4 . 4 令⑴，尸是一个过滤概率空间，并令 { MJqo 是 
一 个连续的 （ IP *, { h }*> o ) -秩，且 M 0 = 0 . 假设 $( t , r , o ;): M + xR + x — » M . 
是一个有界的可料的随机变量，则对每个固定的 r > 0 ， 





盃 ( s ， r 7 cj )1[ 0 ， t] ( r ) drdM s 



t 


^(5,r ? cj)l [0 ,T] (r)dM a dr. 


例 4 . 4 . 5 假定 {W t }t^ 0 是一个 （ P ，{^}^ o )- 布朗运动.计算 



t 


Y t = / W r dr 


的期望和方差. 

解古典富比尼定理告诉我们 

E[r t ] =e[ f W r dr 

^ Jo 



E [ VT r ]dr 


困难之处是计算 Epf ] •令 ^(5, r , u ;) = 1 M ⑷，利用随机富比尼定理得， 



W r dr 



ldM^dr 



ldrdW s (富比尼定理) 


S 



(t — s ) dW s . 




为了在 Black - Scholes 框架下定价和对冲，我们将需要两个基本的结论.第 
一个结论允许我们变换概率测度，使得资产的贴现价格是鞅.回忆在离散情 m 
况下， 一 旦有 一 个这样的 鞅测度 (martingale measure ) ,期权的定价便归结为 
在此测度下计算数学 期望. 在连续情形下，不再可能通过线性代数找到鞅测 
度.虽然如此，在表述连续时间结论之前，我们仍然采用二项式树模型. 

使用第2章的记号.假设在概率测度 P 下，若时刻的资产 价值已在二项 
知为况，则它在 （i + 1) 汾时刻的价值以概率 p 变为戈《，且以概率1 一 p 变式树上 
为 Sid . 变换概 

正如第2章中看到的那样，令 Q 是概率测度，如果在此概率测度下， 率 
上跳的概率为9 = (1 — d )/(«- d )， 下跳的概率为 （ W — l )/( W _ d )， 那么过 
程是一个 Q -鞅. 

可以把测度 Q 看作是测度 1 P 的 一 个重 新加权 （ reweighting ). 例如，考虑 
二项式树的一个路径私，负，…，况，在] P 下它的概率是 〆 ^)(1- py -叫)，其 
中 N ( i ) 是这个路径中上跳的次数•在 ( Q 下它的概率是 L iP N ⑹ ( i_ P m 
其中 



显然， h 依赖随机过程通过二项式树的路径，它本身可被认为是一个适应 
于 cr - 域流 {^} o « iv 的随机过程.而且，若= u ， 则 Li / Li-i = 
q / p ； 若 Sih ^ d ， 则 因此 

= Li-i (p~ + (1 —p )^ — -) = Li-i ， 

V p 1 — p/ 

换句话说， {[ 是一个 - 缺，且£叫=[。=1_ 

如果想计算 Q - 测度下的 一种权 益的期望值，则由下式给出 


^[C] = E f [L n C]. 
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记号：我们获得了 Q 关于 P 的 Radon - Nikodym 导数 （ Radon-Nikodym 
derivative ) ，习惯上记为 


dQ 

dP 


连续情 

形下的 

测度变 

换 

~9T 


我们已经证明了鞅测度变换的过程可被视为在原来的测度 P 下路径概 
率关于一个正的期望为1的 P - 鞅的重新加权.这种关于一个正鞅的重新加权 
的程序可以拓展到连续集.我们现在的目标是研究这样的重新加权对 p - 布朗 
运动的分布有何影响 • 随后，它能使我们选择正确的重新加权，以便在新测度 
下用这种方法获得的股票的贴现价格是一个鞅. 

定理 4.5.1(Girsanov 定理） 假定{爪扒糾是一个 P- 布朗运动，其自 

然^域流是{巧}咖，且 { e t } t > 0 是一个适应过程，使得 


E exp (■乂 



定义 


exp 


(- / 


t 


t 


e s dW s -- 9 2 3 ds 

2 _/n 


并且令 IP ^) 是由下式定义的概率测度 


P ( l ) [- A ] = / Lt ( u )¥( duj ) 

Ja 


则在概率测度 P ( L ) 下，由下式定义的过程 


W t (L) = W t ^ j B s ds 

Jo 


是 一 个标准的布朗运动. 
记 号：记 


dP ( L ) 


dP \ r t 

(A 是 P ( L ) 关于 P 的 Radon - Nikodym 车数 •) 


Lf 


注释 


条件 


E [ eXP {Uo 9 " dt ). 


就是已知的 Novikov 条件，它足以保证 { L t } t >0 是一个 （ F ，{7 f } w ) -鞍.因 
为 L t 显然为正且期望为1，所以 P ( L ) 确实定义了一个概率测度. 


4.5 Girsanov 定理 
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Zt = 




则 


d z t = - 


对 = exp ( Zt ) 应用伊藤公式. 


dL 


exp(Z t )dZ t + ^ exp(Z t )0tdt 

-9 t exp(Z t )dW t = -OtL t dW t . 


现在，利用定理 4 A 2 的分部积分公式求出满足的随机微分方程•因为 


d\V^ L) 

d(W t iL) L t ) 


dW t + 6 t dt^ 


W t (L) dL t + L t dW t iL) + d[M w{L \M L ) t 

Wf^dLt + LtdWt + LtOtdt — OtLtdt 




是一 


=(Lt - e t L t W t (L) ^d\V t . 

假定足够有界（由假设条件知这是可以保证的)，则 { wl L ) L t }t 
个 P - 鞅，且期望为 0. 因此，在测度 P ⑹下， { M ^ ( X /) } oo 是一个鞍_ 

在定理 4.2.1 中已经证明 { W t } f>0 的二次变差 P 概率为1地满足 [ W]t = 

L 因为概率测度 P 与 P ( L ) 等价，所以，它们有相同的1概率测度集.因 

此 {^ ( L ) }^0 的二次变差也 P ( L ) 概率为1地满足 [ W (% = i •最后，由布朗 

运动的莱维特征（定理4.3.5)，知 { Wl L ) } t >0 是一个 PW - 布朗运动，结论得 
证. □ 


2- 正如离散情形一样，如果两个概率测度有相同的零概率测度集，那么 
它们等价.显然， P 与 P ( W 等价. 

3. 如果想要计算关于的期望，我们有 

E p(L> y> t ] — E[<f> t Lt\. 

更一般地， 

E p ( L ) [< f > t \ T S ] = E p < j > t ^ T s - 

L 1 j s - 

这将是期权定价的基本原理. □ [98 

证 明思路 已经说过仏+糾是一个 （ P ， ⑺ }* >0 )-戟，我们不详细地证 

明它，但需要通过寻找 L * 满足的随机微分方程来获得支持它的依据.我们分 
两个阶段来做，首先，定义 


S 

d 
2 S 

0 


t 


o 

J 
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现在让我们在实际例子中应用它. 

例 4.5.2 令为漂移的布朗运动过程 

x t = <jW t + \it, 

其中{呎}00是一个 P - 布朗运动，<7和 M 是常数，求一个测度，使得在此测 
度下 { X t } t >0 是一 个鞅. 

解取61 = fx / a , 在定理 4.5.1 中的 P (1) 下，可知 W ^ L) = W * +是 
一个布朗运动，则不= aW t ( L ) 是一个有标度的布朗运动. 

注意，例如 

E p [X t 2 ] = E p [cr 2 Wf + 2a l xtW t + /x 2 t 2 ] = a 2 t + ^i 2 t 2 , 

而 

E f(L) [ X ^] = E pCL) [ a 2 ( W t {L) ) 2 ] = a 2 L □ 


4.6 布朗戟表示定理 


令 （ ay ，{ A } oo ， p ) 是一个过滤概率空间，{呎}咖是一个 ( p ， {^}^ 0 )- 

布朗 运动， 我们看到如果是一个{乃}@0-可料的随机变量，且对每 
个 t >0， E [/ 2 («， a ;)]< oo , 贝 IJ 

M t 4 f f( s ^)dW 8 
Jq 

是一个 （ P , 鞅，自然要问是否还有其他的情况. 

正如在离散情形中一样，二项式表示定理允许我们将鞅表示为“离散的 
随机积分”，因此这里布朗鞅表示定理告诉我们，所有（好的 )( P , - 

鞅都能被表示为伊藤积分.这个结果有时也被称为可料表示性质 (predictable 
representation property ) ，它是连续情形下对冲的关键. 

定义 4.6.1 —个 （ P ，{^} o 0 )- 鞅{从山列称为是平方可积的，如果 

E [| M t | 2 ] < oo , 对每个 t >0. 

定理 4.6.2 (布朗鞅表示定理）令 { T t } t ^ o 表示 P - 布朗运动 { W t } t ^o 
的自然 a - 域流，是一个平方可积的 （ P ， 鞅，则^在一 
个 {^}^ o - 可料过程 {9 t } t ^ 且它的 IP 概率为1， 

M t = Mo ^ f e s dW s . 
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证明思路对某个固定的 r ， 只考虑 10 , r ] 的情形.第一步，对某些 
可料过程 { 9 s } o ^ t , 证明任意满足 E [ F 2 ] < oo 的 F € fr 可表示为 

F = E[F] + f e s dW s (4.17) 

Jo 

记 G 为能通过这种方式表示的所有 F 构成的线性空间.对任意的 FeQ t 

「 pT ■ 

E[F 2 ] = E[F} 2 + E / gds . (4.18) 

Uo J 

这保证了如果我们取 G 中的随机变量的序列 {F n } n>1 , 它满足 . 

E[(F n - Fm) 2 ] 0,当 n,m — oo, 

那么它们的极限也在中.现在由伊藤公式，对任意的简单函数 


f( s ) = ⑷， 


如果定义 


则 



换句话说 ， G A 现在我们通过的线性组合来近似任意满足 E[F 2 ] < oo 
的 FeJFT 而看到，由于所有这样的 F 都在 G 中，因此它可以表示成 （4.17) 
式. （4.18) 本身保证了如果这种表示对两个不同的可料过程 { 9 s } 0<s<t 
和 { Mo ^ t 均成立，贝 fj 


E 




现在用鞅 { M *} 叫 gr 代替 Fefr 来完成证明.这步比较初等，因为= 
E[M T | 乃],对 Mr 应用这种表示，然后两边取（条件）期望得 

r fT I 

M t = E[Mt|^] — E[Mt] + E / 0 3 dW s Tt 

L^o . 

ft 

= e[m t ] + / e s dw 3 . □ 


详细证明参见 Revuz & Yor (1998). 
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注释 

1. 鞅表示定理告诉我们，这样的可料过程 {0 t } t^O 存在.不幸 
的是，不像二项式表示定理那样，它的证明不是构造性的.第5章中在对冲期 
权方面应用它时，我们将不得不做更加艰难的工作，来实际产生一个可测过程 
的显式表达式. 

2. 注意到鞅 { M t } t > Q 的二次变差满足 d [ M] t = 9 fdt 如果有两个布朗 

鞍{从⑴}^)和 { Mf )}&。， 假若 d [ M ⑷] t / cU 不等于0, i = l ， 2,那么鞅表 
示定理告诉我们，它们中的每一个是另一个的做了局部改变的变形. □ 


4.7 为何采用几何布朗运动 


现在我们有了主要的结论，这些结论允许我们在基于布朗运动的股票市场 
模型中定价和对冲.除了提出在无套利情形下股票价格的路径应该是粗糙的之 
外，我们根本没有提出采用这种模型的原因，在这短短的一节中，我们利用布 
朗运动的莱维特征来导出金融数学中的基本参考 模型： 几何布朗运动. 

首先粗略地描述一下巴舍利耶对布朗运动模型的讨论.巴舍利耶认为股票 
市场不能有任何有利于买方或有利于卖方的 偏好： 

“投机者不要有任何指望”. 

这几乎就是鞅性质.假定股票价格过程有马尔可夫性质，他引入了转移密度 

P [氏 € d 2/]|5 3 = x ] = p ( s , t ； x , y ) dy . 

如果该动力系统在空间和时间上是齐次的，则对某些函数 q ， 有 p (s, t ; x , y ) = 
q ( t - s , y - x ). 接着，巴舍利耶“推导”了现在众所周知的关于 g 的查普曼一 
科尔莫戈罗夫方程，并利用布朗运动的概率密度函数证明了此方程是有解的. 

巴舍利耶的讨论是不严密的，但是由布朗运动的莱维特征知道，如果在 P 
下股票价格过程是一个鞅，那么它的增量有固定的条件方差，则在 P 下股票 
价格过程必是布朗运动.巴舍利耶的讨论早于爱因斯坦关于布朗运动的著名工 
作，当然也早于维纳过程的严格构造，他的贡献是相当卓越的. 

尽管我们不对巴舍利耶分析的数学结果进行辩论， 

但我们已经放弃了用布朗运动作为模型.现代的方法采用了不同的假设 
条件，但我们完全没必要放弃巴舍利耶的讨论.他的关键假设是股票价格过 
程的增量是平稳的，我们采用相对增量（说-氏)/ 艮是不 变的来代替它，意 
味着回报是平稳的.取对数，过程 { log 5 t } t ^ o 应该有平稳的增量 • 我们并不 
知道 { logSt } t ^ o 是鞅，因此此时我们只能推出它是布朗运动加一个常数漂移 


项 .即 
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dS t = fiStdt + <jS t dW t , 

其中 { W t } t >0 是一个 P _ 布朗运动，^和为常数.这就是几何布朗运动模 
型，最早由 Samuelson (1995) 提出， 


4.8 Feynman-Kac 表示定理 


期权定价的概率方法将导致价格可表示为一种权益关于一个概率测度的贴 
现的期望值，在此概率测度下股票的贴现价格是鞅.在欧式看涨和看跌期权的 
简单情况下，能得到价格的显式表达式.然而，对较复杂的权益，不得不使用 
数值方法. 一 种方法是重新回到二项式树模型，另一种方法是将价格表示为一 
个偏微分方程的解并求解，例如，有限差分方法 • 实际上，对欧式期权来说， 

二项式树方法相当于求解 Black - Scholes 偏微分方程的有限差分方法.这些数 
值方法请参阅 Wilmott，Howison & Dewynne (1995). 这里，我们简单地建 
立定价衍生产品所采用的偏微分方程方法和概率方法之间的关系. 

价格可表示为一个偏微分方程的解，这一事实是随机微分方程和某种抛解 PDE 
物型偏微分方程紧密相联的结果. 的可能 


定理 4.8.1 (Feynman-Kac 随 机表示定理） 假设函数 F 满足边值问题 

OF OF 1 d 2 F 

•(尤，工） ^ ( t ^ x ) + - = 0 , 0 彡 f (4 ig ) 

F{T^ x) = $(x). 

定义为如下随机微分方程的解， 

Xt)dt -|- <j(t, Xt)diWti 0 t ^ T, 

其中 { Wt } t >0 是测度 P 下的标准布朗运动.如果 



E 




ds < 


(4.20) 


则 


F(t,x) = E p [$(Xr)|X t =x] 
证对 { F ( S , 及)应用伊藤公式，有 


F(T,X T ) = F(t y X t ) 


+ 



dF 


dF 


d^F 


t 


^(s,X s )^ ^( s ,X s )^(s,X s )^ -a 2 (s,X s ) — (s,X s )]ds 


+ J T a(s,X s )^(s,X s )dW s . 



t 


dx 


(4.21) 
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利用假设 (4,20) 和定理4.2.7, 


E 



dF 

a ( s , X 3 ) — ( s , X 3 ) dW s 


0 


M 而且，由于 F 满足 (4.19), 所以 (4.21) 右边的定积分为0，因此取期望， 

E [ F ( T , X T )\ X t = x ] = F ( t , x ), 

将 F ( T , X t ) = ^( X T ) 代入即得所需结论. 


例 4.8.2 求解 


dF 1 d 2 F _ 

dt + 2 dx 2 — 
F(T,x)^^(x). 


0 , 


(4.22) 


解对应的随机微分方程是 


dX t = dW t 


因此，由 Feynman-Kac 表示定理有 

F(t,x) = E[$(Wr)|W* =a：]. 

实际上我们已经知道了这个结论.在 3.1 节中我们写出了布朗运动的转移密度 
函数为 

0 — 2/) 2 


池工， 2/) 


V2ttI 


exp 


(4.23) 


它给出 


E [$( Wt )| W / < = x ] = / p(T — t , x , y )^( y ) 


为了检验它是否真的是解，对它求导并利用 (4.23) 给出的 p ( t ， x ，2/) 是下面方 
程的基本解的事实， 

du 1 d 2 u 


dt 2 dx 2 ' 


M 可得到 （4.22) 


科尔莫 

戈罗夫 

方程 


利用 Feynman - Kac 表示定理，可以得到偏微分方程，它可通过其他随机 
微分方程的解的转移密度函数来求解. 


假设 


dX t = fi ( t ， X t )dt + a ( t , X t ) dW t 


(4,24) 


对任意集5，令 


PB { t , x ; T , y )^ F [ X T € B \ X t = x ] ^ E [ l B { X T )\ X t = x ]. 
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利用 Feynman - Kac 表示定理[服从可积条件 (4*20)] 求解: 


dpB 

dt 


y) + Ap B (t,x;T,y) = 0, 


Pb(T,x) = 1b ㈤. 


(4.25) 


这里 


Af(t, x) = fl(t, x) ^ (t, x) + ^(T 2 (t } x)^(t,x) 


dx 2 

记问 为集 B 的勒贝格测度，过程 {X S } S>Q 的转移密度为 

p(t, X ； r ， y) 4 lim T^mr e S|X t = 4 

|5卜0网 

由于方程 (4.25) 是线性的，因此我们证明了下面的引理. 

引理 4 . 8 .3 假设条件（ 4 . 2 0) 成立，随机微分方程（ 4 . 24 ) 的解 {X s }a 0 的 
转移密度函数是 / 


dp 

di 


y) + Ap(t,x;T, y) = 0, 


p{t,x]T,y) 5 y ( o :)， 当 


r 时， 


(4.26) 


的解. 


方程 (4.26) 是倒向科尔莫戈罗夫方程 (Kolmogorov backward equation ) [它 

对“时间倒向”变量 (t,x) 进行运算].算子4称为过程 {X 8 } s>0 的无穷小生 
成元 (infinitesimal generator ). 

我们也可以获得关于前向 ( forward ) 变量 (T,y) 的方程. 


引理 4.8,4 在上面的记号中, 


dp 

Wr 


( 亡， x;T,y) = A^p(t,x]T,y), 


(4*27) 


这里 


^f(T,y) = + ^(^(i,y)/(r,2/)) 


启发性解释 我们不证明该引理，但要给出一些说明.利用过程 {X t } t>0 
的马尔可夫性质，对任意的 r > r > i ， / 


p(t : x]T,y) 

关于 r 求导并利用 (4,26), 





z)p(r ， z;T ， y)dz 



oo 


dr 


池 r ， z)p(r, z\T,y) + p(t, x; r , z)Ap(r, z]T,y) >dz = 0 
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对第二项分部积分得 



d_ 

dr 


p(t y x\r^ z) — A^p(t^ x\ r, z) >p(r, z] T, y)dz = 0 


对所有的 r > r 此式均成立，如果当我们改变 T 时 p(r^;T,y ) 提供了足够多 
的函数类，则它意味着该结论成立 . 口 


方程 (4,27) 是过程 {X 3 } s ^ 0 的前向科尔莫戈罗夫方程 (Kolmogorov for¬ 
ward equation). 

例 4.8.5 求出几何布朗运动的前向和倒向科尔莫戈罗夫方程 . 

解随机微分方程是 


dS t = ixS t dt + aStdW t . 


将它代入前向方程得 

~ ； {t,x;T,y) = ^cr 2 -^(y 2 p{t,x; T, y)) - fi-^-(yp{t,x;T, y)), 
代入倒向方程得 

罢 (t,x'T,y) = ~^cr 2 x 2 ^ (t, x\ T, y) - (t, x; T, y). 

此过程的转移密度函数是对数正态分布密度函数，即 


p(t, x; T } y) 


1 


yy/2ir(T - t) 


exp 


(\og(y/x) - - \a 2 ){T- t)) 2 

2a 2 (T - t) 


例 4.8.6 假设 {Dgo 是方程 


dX t =fi(t,X t )dt^a(t,X t )dW t , 


的解 . 这里 {W^go 是 P- 布朗运动 .k R+xR — R 和步 ： IR —R 是给定的 
确定函数，求函数 


F(t, x) = E 


exp 


rjy 

(-乂 A;(5,X s )d s )$(X T )|x* 


满足的偏微分方程， 0<t<T. 

解显然 F(T,x) = $(x). 类似于 Feynman-Kac 表示的证明，我们必须 
去验证 


Z s = exp ( _ 乂 咖 ’ Ddw) F{s,X s ) 



是个动力系统.注意到如果 = X ,{ Z s } t ^ T 的选择为 


Zt = F(t^ x) = ^K[Zx\Xt = x]. 


因此， F ( t ， X ) 满足的偏微分方程就是 {^}( K ^ T 满足的偏微分方程， { Z t } 0 ^T 
是一个鞅. 

现在，我们的策略是寻求满足的偏微分方程，分两步进行， 
记住 i 现在是固定的，我们改变&首先，注意到 


d( exp 


(- 



S 


k(u,X u ) 


t 


dix )) = — 


k($ 7 X s ) exp 


(- 



s 


k{u, X u )du )ds 


t 


并由伊藤公式 


dF(s,X s ) 


i S^2 171 

石 (s ， Xs)ds^—(s, X s )dX s + X s )a 2 {s, X s )ds 

{^(s,X 3 )+t ， (s,X s )^(s,X s )^\a 2 (s,X s )^(s f X s )^ds 

+ J ( s ， X s )》， X s )— s . 


利用分部积分公 式得: 


dZ s 


exp 


("/ 


3 


k(u, X u )d 


{{ 


k(s,X s )F(3,X s ) 


+ 笔 ( s ， Xs) + fi(s,X 3 )^(s,X s ) + ^cr 2 (s,X s )^^|ds 

+ a ( s , X s )^( s , X s ) dW s \. 

现在我们可以得到解，由于 { Z s } t ^ T 是一个鞅，所以 F 必定 满足： 

dF ( 、 { 、dF f 、 1 2/ 、d 2 F, 、 、~ 、 ^ 

— {s 7 x) + fi{5,x) — {s,x) + -a {s,x)-^{s,x) - k{s,x)F(s,x) = 0. □ 


习题 


1- 令表示弓标准 P - 布朗运动有关的自然 a - 域流.用& = 
定义过程 如果& 是一个 （ P ,{^}_)- 鞅，那么/必须满足什么 
方程？如果 V + = 0, 利用你的答案检验 

S t = exp(i/t + crW t ) 



104 


第 4 章随机分析 


是一个鞅. (参看引理 4.3.3). 

2. 称函数/在 [0, T ] 上是利普希茨连续的 (Lipschitz continuous )， 如果存在一个 
常数 c > 0 ，使得对任意 t , t f e [ o ， r ]， 有 


证明利普希茨连续函数有有界变差，且在 [0, T ] 上有零2 -变差. 

3. 令 { W t } t > o 表示 P 下的标准布朗运动，对 [0， T ] 的一个分割 tt ，记 5( tt ) 为 
分割的网格，0 = to < h < . •. < t N{7r) = T 为分割区间的端点，计算 

( a ) 

iV ( TT ) — 1 

5( 鹄 。 

(b) 

J o …。抓% 1 忠 。 g ^( W tj +1 + W tj )( W tj +1 - W tj ). 

这是 [0, T ] 上 { W s } s ^ o 关于自身的斯特拉托诺维奇积分 (Stratonovich integral ). 

4. 假设鞅 { M t } o ^ K T 有有界二次变差， { A t } o ^ T 是利普希茨连 续的. 令 S t = 
Mt + At , 类似于定义 4.2.2, 定义[0，了]上 { Sth ^ r 的二次变差为随机变量 [ S ] T , 
使得对 [0， T ] 上的任意分割序列 {7Tn} n>l9 且当 n 4 oo 时， 5( tt ) 4 0, 


E 


N(n) 

E i 2 »[5 ]t 


— 0, 




证明 [ S] T = [ M ] t ^ 

5. 如果 / 是一个简单函数， { m } oo 是一个 p - 布朗运动，证明由伊藤积分 

Mt= r f(s,W s )dW s 
Jo 

给出的过程是一个 （ P , {7严}咖） - 鞅- 

6 , 如果是一个 P - 布朗运动，证明 


E 



W s dW s ^ 



E [ W ^] ds . 


(如果需要的矩母函数，可以采用习题10的结果 

7. 像通常一样，表示 p 下的标准布朗运动，利用伊藤公式写出下列量 
的随机微分方程. 

( a ) K 二晚 



习题 
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( b ) Y t = exp(<rW t - ^ 2 i ), 

( c ) = tw t . 

问哪个是 （P ， {，严鞅？ 

8. 采用以泰勒展开式为基础的论证，检验对斯特拉托诺维奇随机积分来说，链式 
法则采取了古典（牛顿）链式法则的形式. 


9. 模仿例 4.3.2 的计算，证明如果是概率测度 P 下的标准布朗运动， 
则 E[W t 4 } = 3 t 2 . 


10. 令 { m}t 如表示 P 下的标准布朗运动，定义么= ex P ( a Vr t ). 利用伊藤公式 
写出 Z t 满足的随机微分方程，因此求出 m ( t )^ E [ Z t ] 满足的常（确定的）微分方程， 


并通过求解它来证明 


E[exp(aW^)] = exp 



11 •令表示 P 下的标准布朗运动， Ornstein-Uhlenbeck 过程 { Xt } t>o 是 
郎之万方程 


dXt = ^aXtdt + dWt , Xo = x . 


的惟一解.这个方程最初是作为对于悬浮在液体里的粒子速度的一个简单的理想模型而 
引 入的. 在金融中，它是利率的 Vasicek 模型的一个特殊情况（见习题 19), 证明 

X t = e~ OLt x + e~ at f e as dW s , 

Jo 

并利用这个表达式计算的期望和方差. 

12. 利率的 Cox - Ingersoll-Ross 模型假定利率 r 不确定，但它满足随机微分方程 

dr t = (a - ( 3 r t )dt + a^/rldWu 

这里{奶}^ 0 是标准 P - 布朗运动.这个过程被认为是平方贝塞尔过程.在 a = 0 时， 
求 { v ^}&。 满足的随机微分方程. 

假设 Mt ) h > o 对某些常数 e > o 满足常微分方程 

^j (0 = — ~u(t ) 2 ^ 1 ^ 0 ) = 沒 . 

固定: T >0， 仍然假定 a = 0,对0彡 id 1 ， 求 


圆 


E[exp(—w(r — t)r t )] 

满足的微分 方程. 因此计算 r T 的期望和方差，并计算 P[r T = 0] 
13. 利率的 Black-Karas in ski 模型是 


dr t = atVtdWt + 




2 


<A ^ oct log rtjrtdt 
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这里是标准 P - 布朗运动， 和％ 是时间的确定函数，特殊情况下，〜0 
和 a 是常数，求 n ， 使得它是 e ^ dW s 的函数. 

14. 假设在测度 P 下， 

dS t - aStdWu 

这里是 P - 布朗运动.求 

Yt = f S u du 

Jo 

的期望和方差. 

15. 假定 { M t } t ^ 0 是一个连续的 （ P ，{^} oo ) ，鞅，且对所有 O 0, E [ M t 2 ] 有 
限.记 {{ M ] t } t > 0 为相应的二次变差过程，证明 M t 2 - [ M ] t 是一个 （ P ，{^} oo )- 鞍. 

16. 假设在概率测度 P 下是一个布朗运动，其漂移率为常数屮找出一 
个与 P 等价的测度 P + ，在 P + 下， {X t } t> o 是一个漂移率为的布朗运动. 

17. 令{5}$ 0 是与 P - 布朗运动{爪}00相关的自然 a - 域流，证明如果叉 
是， r - 可测的随机变量，且 E 卩 X 卩 < oo , P + 是与 P 等价的概率测度，则过程 

M t = E p * [ X \ Tt \ 

是一个鞅. 

18. 利用 Feynman - Kac 随机表示公式求 

满足终值条件 

F ( T , x) =x 4 . 

的解. 

19. 假设利率 r 不确定，但它本身是 一 个随机过程 "{ rt }" t > ci .在 Vasicek 模型 
中，被假定为随机微分方程 

dr t = (6 — ar t )dt + crdWt 

的解，这里，像通常一样，糾是标准 P - 布朗运动. 

求此过程的概率密度函数满足的倒向和前向科尔莫戈罗夫方程，当 t — oo 时， r t 
的分布是什么？ 

20. 假设是 

盒 (t,x) + i<7 2 ar 2 |^|(i,x) - rv(t, x) = 0, O^t^T 



习题 
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的解，证明对于任意常数^ 

是方程的另一个解.利用 Feynman-Kao 随机表示定理给出这个结果的概率解释, 
21,假设对于 彡 T , 

dX s = ^( 5 , X s )ds + a(s, X s )dW s , X t — 

这里是 P - 布朗运动， 令 k , 金 : R —肢 是给定的确定的函数，求 

F(tjx) = E[<^(Xr)|^t = x] f E[/c(X s )|Xt = x]ds 


满足的偏微分方程. 


urn 
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现在，终于可以利用需要的所有工具对连续情形下的 Black - Scholes 模型 
进行定价和对冲.首先给出最基本的假设，假设市场上有两种有价 证券： 现金 
债券和风险资产，其中风险资产价格遵循几何布朗运动. 

在 5.1 节中，我们在 Black - Scholes 模型框架下证明资产定价基本定理.与 
离散情形中的分析一致，将给出衍生产品定价的显示表达式，成为鞅测度下贴 
现的期望收益.和离散情形一样，也有复制三步骤.在 5.2 节中，我们用同样 
的方法来研究欧式期权.对于简单的看涨和看跌期权，能估计给定的权益价格 
的期望.通过应用 Feynman - Kac 表示定理，也可以得到在复制投资组合里所 
持股票和债券的显示表达式. 

本书余下部分包含的衍生产品合约和市场模型更加复杂.着手研究这部分 
内容之前，先放宽基本 Black - Scholes 模型中的一些金融假设.我们已经明确 

的风险资产有简单的金融意义.已经假设它在没有额外费用和利润的情形下被 
持有并可按照定价进行自由贸易.即使不考虑交易费用和偿付能力，大部分 
的金融市场亦非如此.外汇包括两种支付利率的 资产： 支付红利的股权和支付 
息票的债券 •在 5.3 〜 5.5 节中，我们将看到在有着更复杂的金融背景下如何 
利用 Black - Scholes 模型的定价方法进行定价.最后，在5,6节中，我们讨论 
在一个确定的市场里可交易资产的性质，并定义风险的市场价格. 


5.1 基本 Black-Scholes 模型 


这一节我们将严格推导 2.6 节中给出的 Black - Scholes 定价公式.就 
像第2章中一样，假设市场上有两种有价证券. 一 种是经常提到的现金 
债券这里仍然假设无风险利率是常数，因此如果执=1，那 
么艮=0. 另一种市场证券是风险资产，用私表示风险资产在 t 时刻的价 
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格.在这里的基本参考模型中，假设{爲}^0遵循几何布朗运动，即它满足随 
机微分方程 

dSt = fjtStdt + aStdWt^ 

这里 MW 是常数，是 P - 布朗运动.注意到这相当于在 2.6 节的计算 
中取 v = II — icr 2 . 称 P 为市场测度 (market measure ). 同离散情形完全一 

样，市场测度告诉我们事件发生的概率是正的，但是我们对以定价和对冲为目 
的的事件发生的概率还应重新加权. 

正如离散情形，我们的着眼点是不允许市场存在任何套利机会.采用的策自融资 
略也和第2章中 一样： 为了根据: T 时刻的权益价格 C 7 r 得到零时刻的权益价 策略 

格，我们要寻找一个自融资的投资组合，它在 r 时刻的价值恰好是在无 
套利的情况下，权益价值必定与构造的复制投资组合的价值相等，当然为了使 
这个论点是可行的，这种投资组合的交易策略一定是可料的 （ previsible ). 而 
且，因为现在允许随时地调整投资组合，而并不只是在那些观察“时刻”进 
行，为避免存在明显的套利机会，必须对投资组合的可允许交易策略给出进一 
步的限制.下面举例说明. 

例 S .1.1 [加倍策略 （doubling strategy )] 考虑下面的赌博策略：连续（独 
立地）投掷一枚硬币，正面朝上的概率 p >0 . 以尺美元作为赌注去赌第一次 
掷出的硬币正面朝上.如果正面朝上，那么赌博结束，赢得尺 美元； 如果背 
面朝上，那么就再以2尺美元作为第二次掷硬币的赌注.同样如果正面朝上， 

那么赌博结束，净赚 K 美元，否则将损失3 尺 美元，接着再以 4 K 美元作为 
下一次正面朝上的赌注，如此继续 下去， 如果前 n - 1次所有的都是背面朝 

上，那么损失为 7 £ 2 j K = (2 n - l ) K 美元，再以 2 n K 美元作为第 n 次的赌 

j— 0 

注.因为硬币正面朝上必然发生，故可确保 赢得尺 美元，当然，这种套利的 
产生依赖于拥有无限的资金.如果只有有限的资金，那么这种表面上的套利机 
会将不存在， 

由这个例子，给出下面的定义. 

定义 5 .1.2 —对可料过程 {^} 0 q^r ， {^}ck«t 分别表示投资组合在 t 
时刻无风险资产和风险资产的份额，如果对所有的 t e [0, T ] 以概率1满足 HH 

1. f \jpt\dt-\- f \<f>t\ 2 dt < oc 3 

Jo Jo 

2 - + <j>tS t = + + f ^ u dB u + f <j> u dS u , 

Jo Jo 

则称是自融资策略， 

注释 条件1保证了条件2中的积分有意义.而且，义是一个 P - 
鞅， 
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11141 

定价策 

略 


对条件2两边微分， t 时刻的投资组合 ^ t B t + < hS t 满足 

d% ( 分，多） = xpt^Bt + <j> t dSf 

即，在无穷小的时间段上的投资组合价值的变化完全取决于资产价值的变化， 
而不是由于从外面流入（或抽走）资金. 口 

同离散情形一样，问题的关键是研究概率测度 Q 与“市场测度” P 的等 
价性，并在此测度下，贴现的股票价格是 Q - 鞅，这就意味着将资产 
价格的贴现价格过程当作主要关注的对象是很方便的，基于这种思想，我们证 
明下面与方程 (2.5) 类似的连续情形. 

引理 5 .1.3 it {^} qo 是可料过程，且满足 

rj^ r£T 

f |^t|d<+ f \<Pt\ 2 dt < oo (以概率 1). 

Jo Jo 、' 

令 

V t {^,<j>)=i ； t B t +c(> t S u V t (jp^)=e~ rt V t (^<f>). 

那么定义一种自融资投资策 略， 当且仅当对所有的 [0， T ]， 

= 坏 ( 分， 0) + / (f> u ds u (以概率 l). 

Jo 

证首先假设投资组合 { 呶,是自融资的，那么 

dV t (t^, (j>) — ~re~ rt V t (ip, (j>)dt + e _rt dVt(^,<^) 

= -re~ rt (^ t e rt + 4> t S t )dt + e~ rt ^ t d(e rt ) + e~ rt 4> t dS t 
= M-re~ vt S t dt^ e^ rt dS t ) 

— <f>tdSt 

充分条件得证. 

必要条件的证明类似，并留作习题. 口 

在进一步深入讨论之前，概述一下我们的投资策略.用 CV 表示 r 时刻 
要复制的权益价格.它可能以更复杂的方式依赖于 { Sth ^ T ^ 而不是仅通 
过假设可以找到一个可料过程使得贴现的权益 CV 满足 

〜 f T ^ 

Ct = e— rT CT = (f>o+ I <j> u ^S u . 

Jo 

那么就可以通过一个投资组合复制权益，该投资组合由 t 时刻勿份额的股票 
和咖份额的现金债券组成，这里选择咖，使得 

^ — r T 〜 

yt(^A) = + ine_ rt = 必 0 + / (j> u dS u . 
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根据引理5.1.3,该投资组合是自融资的，而且， V T = C T ^ 于是权益在 t = 0 
时刻的公平价格为 Vb =如. 

如果如已知，这样做是很好的，但是，有一种既快又容易的方法求出 
正确的定价而无需直接寻找投资策略假设可以找到一个概率测 
度 Q ， 在此测度下，股票的贴现价格是鞅.那么，只要 J ^^ dwcoo ， 

Jo 


就是一个均值为0的鞅，因此 

E q [VtW^)] =-^o+E Q 


I ♦uASu 
Jo 


= 小0 ‘ 


故如: - EQ [(5 T ] 是公平价格. 

上式完全与定理 2.3.13 中的定价公式相类似.如果概率测度 Q 与市场测 
度 P 等价，在此测度下，股票价格贴现是鞅，那么只要有一个复制投资组合 
存在，则该权益在零时刻的公平价格就是 EQ [(5 r 】， 即为此测度下权益的贴现 
期望价格. 

我们已经假设过程 { Mt ^ o 存在.下面应用鞅表示定理来证明定理5丄5(对 
基本的 Black - Scholes 市场模型）中的这一点.首先，如果我们的定价公式有意 
义，那么我们应该找到相应的等价鞅测度 （equivalent martingale measure ) Q * 

引理5.1.4(—种概率测度在其下 { S t } t ^ o 是鞅）存在等价于 P 的概率测 

度 Q ， 在此测度下，股票的贴现价格 { S t } t ^ 0 是秩，且 Q 关于 P 的 Radon - 
Nikodym 导数为 





5 


这里 9 = (fi — r )/ a . 
证 已知 


dS t = fiStdt + aS t dB t ， 


故 

dSt = S t {—rdt + fidt + adW t ). 
因此，如果令 X t = Wt ^(^ i - r »， 贝 ij 


dS t = S t adX t . 


由定理 4.5.1， 是一个 Q - 布朗运动，因此 {^} o 0 是一个 Q - 鞅.而 
且， 

St = Sq exp (^crXt — a 2 t/2^. C 


等价鞅 

测度 


圆 
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资产定 现在在 Black-Scholes 框架下证明资产定价基本定理. 

价基本 定理 5.1.5 设 Q 是引理 5.1.4 中给出的测度.假设在7 1 时刻一个权益由 

定理 非负随机变量 C T e ： F t 给出 .如果 

E q [C^] < cx), 

那么，该权益是可复制的，且*时刻任何复制投资组合的价值为 

V*=E Q [e- r ( r -*)C^]. 

特别地，在零时刻期权的公平价格为 

Vo = E Q [e~ rT C T ] = E q [C t ]. 


证由引理 5.1.3 的讨论知道，如果找到一个过程使得 

〜 f T 与 

Ct = <^0 + / 4>u^Su ， 

Jo 

那么可以构造一个复制投资组合，它在 t 时刻的价值满足 

Vt (^,4>) = f < f > u d § u , (5.1) 

Jo 

ITT 61 由随机积分的鞅性质，此式精确表示为 

「 pT - 

= E Q 00 + / 4> u dS u T t 
. Jo . 

= E q \ c t Tt\ = E Q \ e ^ rT C T Tt . 

去掉 [0， t 】 上的贴现得 

Vt(ip,4>)=E Q \q-^ t ~^Ct Tt • 

_ ■ 

下面证 〒号 样的价格是惟一的.显然,对任意其他复制投资组合 {Ihtd 
有 V T (4，<^) = C T . 如果它是自融资的（由引理5.1.3)，则它满足方程（5.^).、重 
复上面的讨论，可看到对任意的自融资的复制投资组合可以得到相同的价值. 

如果能证明存在一个可料过程 {0 t } o ^^ r 使得 

fT 

Ct = <po^ I (j> u ^S u , 

Jq 
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那么定理得证.现在，由习题2， 

M t = E q \ e - rT C T 

m ■ 

是一个平方可积的 Q - 鞅.初始布朗运动的自然 tr - 域流和引理 5.1.4 中定义 
的过程 { X t } t> o 是相同的.即 { M t } t>0 是一个平方可积的“布朗鞅”，由布 
朗鞅表示定理 4.6.2 可知，存在一个 {^ f } o ^^ T - 可料过程 { Oth ^ T ^ 使得 

M t = Mo + f 9 s dX s . 


由于 d 艮 = tr 爻 dX s ，令 


(f>t = 




和 = M t - d> t S t . 


容易看到，定义 5.1,2 中的条件 1 满足，因此相应于 { ih ，< hWt ( T 的投资策略 
定义的自融资复制投资组合即为所求.证毕， 口 


注释 h 面证明的定理是非常一般化的.在适当的边界条件下，只要权 
益 C T 是仅依赖于到 T 时刻股票价格的路径，那么它几乎可能是任意复杂 
的.在零时刻的权益价格是即使对于更复杂的权益 （7 t ， 也可 
以进行求解，至少可用数值方法来求解. 

我们不仅已经证明存在一个公平价格，而且能对权益进行对冲.它的缺 
点在于尽管可以断定存在对冲策略，但没有得到它的显式表达式.下一节 
我们将求欧式期权的这种表达式，这是一种仅依赖于到期日的股票价格的权 
益. □ 

和离散情形一样，已经确定了对权益进行定价和复制的步骤. 


复制三 步骤： 

1. 寻找一个测度 Q ， 在此测度下，资产的贴现价格{矣}。 0 是鞅. 

2 . 构造过程 = E Q [ e - rr CV | J ^]. 

3 . 寻找一个可料过程{也}^。，使得= < f > tdSt . 


5,2 欧式期权的 Black-Scholes 定价和对冲 


欧式期权，即期权的最终收益仅依赖于原生资产在到期 H 的价格，期权和 
对冲组合的价格都能用显式形式表示. 
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首先我们计算权益的价格，这里的基本假设同 5.1 节中的假设. 

命题 5.2.1 到期日收益为 Cr = f(S T ) 的欧式期权在 t 时刻的价值 

为 V t = F(t,S t ), 其中 


F(t,x) 





/(xexp ((r - a 2 /2)(T - f) + cryy/T - t)) 


x ^tm dy . 


证由定理 5,1.5 可知 i 时刻期权价格为 





/(5 r ) ㈣ ， 


(5-2) 


这里 Q 是引理 5,1.4 中得到的鞅测度.在该测度下， + r)t/a 是 
布朗运动，且 


dSt = crS t dX t . 


解该方程得 


St = S t exp la(Xr - X t ) - -tx 2 (T - t) 


将上式代入（5. 2 )得 

V t =E Q e- r f T - < )/^e r(T - t >exp (a(X T - X t ) - ^ a 2 (T-t)^ T t ■ 

因为在测度 Q 和巧条件下， x T - 是一个期望为0，方差为 （r - f) 的正 

态分布随机变量，故计算得 


F(t,S t ) 



-r(T- 


exp 


pn)) 


x ―； = exp 

x/2tt(T - t) 


2(T - t) 


dz 


e -r(T-t) J ^ St exp ^ r - I a 2^ (r 一。 十 oyyjT- t)) 


\/27r 


exp 


dy ， 


得证 
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对欧式看涨和看跌期权，命题 5.2.1 中的函数 F 都能够直接计算出来. 
例 5.2*2 (欧式看涨期权）在命题 5,2,1 的记号中，假设 f ( S T ) = 


(S t -K)+, iZ,0= (T-t ), 那么 


F(t,x) = - ICe— r0 屯 (d 2 ), 


(5.3) 


这里 $(•) 是标准正态分布函数，满足 


^(y) 





y 


\/27T 


■2 


e 


y 2 /2 


dy ， 


dl J< )+ (： + ^ 0 , d2=dl -^ 


(jy/d 


证将/，： r 代入到命题 5.2,1 证明过程的最后一行中，有 


F{t, x) = E 


xe 


ay/ 9 Z~a 2 e /2 _ J^ e 


tQ 


) 


(5.4) 


这里 z 〜 iV (0， l ). 首先由被积函数非零确定 z 的取值范围，重新整理得 


xe aV0Z-^e/2 > Ke -re 


等价于 


,2 


Iog(f) + y0-r0 
Z> —— 2 


<7 


V 0 


因此，如果 Z + d 2 彡0，则 (5.4) 中的被积函数非零.用记号 


F{t,x) 


E 


xe 


— ct 2 0/2 一 Kg~ T ^ 


Z +^2^0 



xe 


<7 


\/ r 0y—a 2 9/2 


Ke 


re 



d 2 

d 2 


) 


V 2 /2 


e 


dy 


x 



d2 


▼ - 

f xe -aV9y-^9/2 _ Ke ~re^ 

e -aVey-cr^e/2^Z^_ d ^-rB 

▲ 


^(d 2 ) 


将 z 代入最后一行的第一个积分，即可得到 

F(t,x) = x^idx) - Ke- rd ^(d 2 ). 


对欧式 

看涨和 

看跌期 

权定价 


國 
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方程 （5.3) 就是著名的欧式看涨期权的 Black - Scholes 定 价公式 （ Black - 
Scholes pricing formula ) , 相应的欧式看跌期权的定价公式在习题 3 中给出. 

注释 

1. 除了用布朗运动代替几何布朗运动，巴舍利耶实际上得到了一个和欧 
式看涨期权定价公式非常类似的公式，但是，这只是个意外.巴舍利耶用期望 
定价，而没有用到动力的对冲概念. 

2. 注意到定价公式只依赖于一个未知参数 a ， 它被实验者称 为波动 
率 ( volatility ). 在对冲理论中同样会出现这样一个未知参数.出现的问题是 
如何从市场数据中估计 tr 的值，最常用的方法就是运 用隐含波动率 (implied 
volatility ). 在正规市场引入某些期权.欧式看涨和看跌期权的价格是一个关于 
波动率 a 的递增函数，因此我们可以将 Black-Scholes 公式转化并将隐含的波 
动率与每个期权联系起来.但不幸的是，用这种方法得到的 a 的估计值通常 
依赖于敲定价格和到期日的时间.这个问题我们将在 7.4 节中给出简单的讨论. 

□ 

看涨和 现在回到欧式期权的对冲问题，即如何构造一个复制权益投资组合？ 

看跌期 鞅表示定理告诉我们由于在相同测度下贴现的期权价格和贴现的股票价 

权对冲 格是鞅， 一 个恰好是另一个的局部尺度版本，它正是我们需要表述的局部尺 
度.在 2.5 节讨论的离散情形下，将扣 +1 看作在第 i + 1时刻上期权价格的 
变化与股票价格的变化之间的比率.那么在连续情形下，扣应该是期权价格关 
丁‘股票价格的偏导数，这个猜测应该是合理的，现在给出证明. 

命题 S . 2 . 3 在命题 5-21 的记号中，定理5丄5中的复制投资组合中决定 
股票持有份额的过程为 

也=1 - 

ux x=S t 

证在命题 5.2.1 的记号下，定理 5.1.5 的结论变为 

= E Q [ e -^ T - i )/(, S T )|5 < =x 

这里，在 ( Q 下， 

= aStdX t 

且是布朗运动.显然 

dSt = rS t dt + aStdX t . 

结合 Feynman - Kac 表示定理和微分的一般乘法法则， F ( t ， x ) 满足 
dF 1 2 od 2 F , 、 OF 

瓦 ( 亡， x) + -a 2 x 2 — (t,x)^ rF{t,x)+rx—(t,x) = 0 ， O^t^T. 


5.2 欧式期权的 Black-Scholes 定价和对冲 
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这就是 Black-Scholes 方程 ( Black-Scholes equation ). 在习题4中，也可以用 

其他的方法来证明 F { t , x ) 满足这个方程. 

定义函数 F ( t , x ) = e_ r 卬 ( t ， xe ，， 则钇= F ( t , S t ). 注意到 

并对于0 < U < 了在 F ( u , S u ) 上应用伊藤公式，有 


F{T, S T ) 




)) + 乂 <rS s — {s,S s )dXs 

m^o) + J q ^(s : s s )ds 3 . 


于是有 


<k 


OF 


dF 


石 ㈣ =石(⑶) 


得证 


例 5.2.4 (欧式看涨期权的对冲） 对一个欧式看涨期权，利用例 5.2.2 中的 
记号，可得 

of 

&( t ， x ) =少 ( di ). 

证 用例 5.2.2 中同样的记号，有 


F ( t , x ) ~E 


xexp (cry/OZ — cf 2 6/2^ — k\ 


其中 z 〜 w(o ， i)，0 = (r — 0, 如果被积函数严格大于零，则对上式关于 X 求 
导得 exp ( trv ^ Z - a 2 /2)， 否则上式 为零. 那么，再次应用例512的记号，有 


dF 

dx 


( t , x ) 


E 


exp (aVOZ- <7 2 0/2)l z+d2 ^ o ] 


' exp (aVOy - - 2 / 2 / 2 ) ~^==di/. 


与前面推导$(屯）一样，首先令 u = 然后令 z = u + cr \/^ 因此 


dF 

dx 


(亡， t ) = 


对欧式看跌期权可计算得 


dF 

dx 


( t ， x ) = —$«)• 
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注释（希腊字母） dF/dx 通常被实验者称为期权中的&对资产和其衍生 
产品的投资组合 7 T 来说，价格对市场参数的灵敏度由这个希腊字母决定.如果 
我们用 TT (^ x ) 表示在 t 时刻资产价格为 X 的投资组合的价值，那么除了用|| 
表示5外，还有 r ， e 和少： 


_ aV 

— dx 2 ， 


© 


dir 

w 



dn 

da 




5.3 夕卜汇 


这节将通过观察外汇市场来开始计划在模型中增加金融的复杂性研究更为 
复杂的金融模型.持有现金是一件有风险的事，并且随着这个风险的到来产生 
了对衍生产品有一个要求.为了在这样的市场中进行运作，我们希望能够在单 
位货币未来价值的基础上，根据另一种货币来估计权益的价值. 

关于远期汇率的定价问题在第1章的习题13中已经得到了解决.与基于 
不支付红利的原生股票的远期合约定价问题相比，这个问题在 L 2 节中也已得 
到了解决，对于远期汇率，需要考虑两种货币的利率.类似地，在例 1.6.6 中 
建立在英镑和美元之间的汇率基础上的欧式看涨期权的定价中，我们需 要一个 
关于这两种现金债券的模型，关于对外汇市场的 Black - Scholes 模型也必须用 
两种货币结合现金债券.为了进一步明确，假设这两种货币分别是美元和英镑. 


Black-Scholes 货币模 型：用 {B t } t ^ 0 

表示美元现金债券， { DJqo 表示英 

镑现金债券 •屄 表示〖时刻1英镑的美元价值，市场模 型是： 

美元债券 


e rt ， 

英镑债券 

D t = 


汇 率 

E t = 

E 0 exp(ut-\-aW t ), 

其中 {W t } t>0 是一个 P - 布朗运动， r ， 

w 是常数. 


^在正遇到的问 题是： 汇率不可交易，我们必须在离散情形下克服它.必 
须将运作限定在单一的市场里.首先从美元投资者的角度来看，在美元市场不 
管是英镑现金债券还是汇率都是不可交易的.然而，两者的乘积私= E t D t 可 
被看作是美元可交易资产.美元投资者持有英镑现金债券，它们在 < 时刻的美 

元价值就是进一步地，建立在汇率基础上的任何权益均可被看作为建 
立在上的权益. 

现在已经建立了反映 5*1 节中基本 Black - Scholes 模型的一个范例_从美 
元交易者的角度来看，实际上存在着两种 过程： 美元现金债券{莰}^ 0 和英镑 


5.3 夕卜 汇 
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现金债券的美元价值 { S t } t ^ 我们现在在这个背景下应用 Black ^ Scholes 方法, 
令 Pr 表示在 r 时刻的权益价值（用美元表示). 


复制三步骤（外 汇)： 

1. 寻找一个测度 Q ， 在此测度下，（美元债券）贴现过程 
{St = B ^ Sth^o 是敎_ 

2_ 构造过程 M t sEqe - WGrl ^]. 

3 . 寻找一个适应过程 {< f > t } o ^ T 使得 dM t = 4> t d § t . 


因为况= E t D t = exp (( z / + u)t + aWt ), 故过程 { S t } t ^ o 恰好是一个几何 
布朗运动，因此， 5.1 节中的工作可确保按照下面的步骤进行. 

首先应用伊藤公式得到 { S t } t ^ o 满足的随机微分 方程： 


dS t = 


v 



S t dt + aStdWt ^ 


现在应用引理5.1.4,得到测度 Q 关于 P 的 Radon-Nikodym 导数为 

盌 L , 硭)=^ - \ bh ) > 

在测度 Q 下，美元贴现过程 { S t } t ^ o 是鞍，这里沒= (1/ + u + - r )/< T .而 

且， 





am 


是 ( Q - 布朗运动. 

在一个特例中，我们按照如下步骤 i 、 H 仑过程的余下部分（可参看习题 11). 
例 5,3.1 (远期合约） 在未来： T 时刻，将以什么价格来交易英镑. 


解 当然，我们已经在第1章的习题13中解决了这个问题，但现在不想 
用对冲组合的方法，而用复制三步骤的方法来讨论该问题. 

已经找到了测度 Q ， 现在如果在 r 时刻以冗美元来兑换1单位的英镑， 
那么这份合约的收益是 

C t ^E t - K. 

则在 i 时刻合约的价值为 


Vt 


E q \e^ T -^C T Tt 
► ■ 

E^le^-^iEr - K) J^ t 
■ 



120 


第 5 幸 Black-Scholes 模型 


國 


英镑投 

资者 


一份远期合约在零时刻一文不值，因此必须选择 X ，使得％ = 0. 换句话 
说 ，尺 ==五 T ]. 把五 T 表示为 X T 的函数，其表达式为 

Et = Eq exp ^( tXt — + (r — u ) Tj . 

这样表示以致于 { X t } t >0 是一个 Q - 布朗运动 ，故欠 的公平价格为 

E q [ E t ] = e( r_u ) r 五 0 . 

最后找出对冲组合.根据敲定价格的选取， t 时刻合约的价值为 

Vt =E e -r(T-t)( ET 一 Eoe (r~u)T^ | 

因为 在下，有 

ElErl ^ t ] = e ^-^-^ D ^ BtElSr ^ t ] = Dt 1 B t S t = ■- u )( T - t ) E *， 

故代入上式可得 

V t = e - u ^ T -^ E t - e rt ~ uT E 0 = e ~ uT ( e ut E t - e rt E 0 ), 

美元贴现的组合价值为 


M t = e ~ rt V t = e - uT e -^- u ^ E t - e ~ uT E Q = e ~ uT S t - e ~ uT E Q . 


即所求的对冲组合是常数，它由扣= e _ uT 份额的英镑现金债券和也= 
- e - uT E 0 份额的（美元）现金债券构成. □ 

现在回到英磅投资者方面.从他的角度来看，在英磅市场也可以进行交易. 
再次，有两种可交易的英国货币起作用， 一 种是英镑现金债券，另一种是美元 
债券的英镑价值 AsEf 1 历. 

再次根据复制三步骤来计算.美元债券的英镑贴现价值为 


Zt — D ^ 1 E ^ l B t = Eq 1 exp(~aWt — (v -\-u — r ) t ). 


由引理 5 丄 4 可知，在测度下， 


dQ £ 

^dP" 


= exp ( — XW t 




: Ft 



这里 X = (u~\~u — r — a 2 /2)/(j, {Zt}t^o 是鞍，且 

xi = m + 

a 
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但是现在在无穷小时间区间 + 上，股票的持有者可获得的红利 
为 6 S t dt , 其中5是常数.与通常一样，我们也假设市场包含一种无风险的现 
金债券且用 r 表示连续的复利， 

但是现在面临的困难是 { S t } t ^ o 并不能表示资产的真实价值：如果在零 
时刻以 So 的价格购买股票，当在〖时刻卖出去时，持有人获得的价值并不 
只是尽-为，而是整个红利的累积，在该模型中，这些将依赖于资产价格 
在 [0， t ] 时段内所取的所有值.从这个意义上讲，是 不可交易的. 

和外汇一样，解决办法是将此过程转化成可交易的.最简单的办法如下. 
假设无论何时支付现金红利，我们立即将它再投资到股票市场.用无穷小收 
益购买份额的股票.在 i 时刻，持有的不是一份股票，而是持有 


m 份，其总价值为 


Z t = Sq exp((i/ + S)t + aW t ). 


考虑简单的投资组合，它由持有的股票和以这种方式连续再投资的红利得到， 
该组合作为 t 时刻价值为石的单资产.持有这种资产没有交易费用且不支付 
红利.我们回到熟悉的 Black-Scholes 模型中. 

注释 由于支付的红利与股票价格的比是常数，因此，很自然地可将它们 
再投资到股票市场.支付固定数额的现金，将更自然地把“可交易”资产构造 
为投资组合，在这个组合中，红利立即再投资到债券中.这种情况将在 5.5 节 
中予以说明. □ 

任何一个由 t 时刻 < f > t e st 份额支付红利的原生股票和叭份额现金债券构 
成的投资组合，都可看作是由扣份额新的可交易资产和咖份额现金债券构 
成的投资组合. 

现在我们可以写出我们熟悉的步骤. 


复制三步骤（连续支付红利情 形)： 令各= B ^ Z t = e - rt Z t , 

1- 寻找概率测度 Q ， 在此测度下，{么}_(关于它的自然 a - 域流）是 
鞅. 

2. 构造贴现过程 R = EQ [ e - rT O r |^ t ]. 

3 -寻找一个可料过程 { Mo ^ t 使得= ^ dz t . 


注意到，如果期权价值 { V t } t>Q 满足 

dVt = <f>tdZ t + ip t dB t = (f> t dS t + (f>tSS t dt + 也 cLB t . 

那么由也份额可交易资产和呶份额现金债券构成的投资组合在任何时 
刻 t e [0， i ] 是自 融资的 （ self - financing ), 在 [ t , t + dt ) 上期权价值的改变不仅仅 
只是由于交易过程中的利润和损失，而且还与支付的红利有关， 
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例 5.4.1 (看涨期权） 假设一份敲定价格为尺，到期日为; T 的看涨期权记 
为上面所描述的支付红利的股票.那么在零时刻这份期权的价值是多少？复制 
组合是什么？ 

解根据复制三步骤来计算.首先必须找到鞅测度 Q ， •[之 :满足随机 
微分方程 

— + 2^ 一 广)么 dt + c • 

像通常一样利用 Girsanov 定理，由 


dQ 

dp 


exp 


XWt ~ 


定义 Q 测度，其中 A 


+ <5 + \ a 2 - rj / cr , 在此测度下 


Xt^Wt 


+ (5 + 


是一个布朗运动，因此 {^}@ o 是鞅.现在来看例 5.2,2 和 5,2.4 中相应的对 
冲和定价公式.在 f 时刻投资组合的价值为 




-r(r-t 


= e — r ( r -亡 


> E Q [(5 r -^) + |^ i ] 

■ 


r ( T _ t ) e ^ 5 T E Q [( Z T - Ke 6T ) + J^ t . 

一 ■ 


这个价值即为到期日为 r ， 敲定价为 Ke st 的看涨期权 { Z t } t ^ o 价值的 e 4r 

倍.用朽=表示原生股票在 f 时刻的远期价格（见习题14)，由 
例5.2.2，可得 


Vt = e - 6 T \ z t ^ 


1 ° g (^ r ) + (^+^)(7 1 -^) 


< j^JT 


^ c 5r c -r(r-t^ A°S (l^rr) + ( r — 专 )( 了一亡 ) 

V (X\/T - t 


)} 


= e - r ( T - OJ ^$ 


log ( 昏 ） + \<r 2 {T-t) 

(7 yjT — t 




lo g ( f ) - 


(Ja/T — t 


)} 


现在由例 5.2.4 可知，复制投资组合应该由 i 时刻 
产 A 构成，这里 

人 _ J lo g(f) + k 2 ( r — 0 


-ST 


< t > t 份额的可交易资 


4 >t 


f T - 


(1271 
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國 


e ~HT-t )^( log ( 昏 )+ \a 2 (T-t) 


VT 


份额的支付红利的资产.在该投资组合中持有的债券为 




一叭 


□ 


例 S . 4 . 2 (担保股权收益） 令 { S t } t ^ o 表示英国的 FTSE 股票指数的价 
值.假设购买一份5年期的合约， Z 表示 FTSE 的终值与原始值比的90%, 
若 Z € [1.3, 1.8]，则将支付 Z ; 若 Z < 1,3，则支付1,3;若 Z > 1.8，则支 
付 1 . 8 . 问在零时刻这份合约的价值是多少？ 

解权益 CV 为 



1.3, 0.9 


S Q 



8 


其中 r 为5 年. 因为权益建立在比率基础上，不失一般性，令私=1， 
当 FTSE 由 100 份不同的股票组成时，它们各自分开支付的红利可近似看成 
连续支付.假设有下面的 数据： 


FTSE 指数的漂移系数 

M = 7%, 

FTSE 指数的波动率 

CT = 15%, 

FTSE 指数的红利率 

6 = 4%, 

英国的利率 

r = 6,5%* 

将该权益再记为一部分现金加上两份 FTSE 看涨期权收益的差， 

Ct — 1-3 + 0.9{(5 t — 1.444) + 

-- 2)+}. 

现在关于况的远期价格为 


F t = e {r - s){T ^So = 

1.133, 


因此用例 5.4.1 中的对于连续支付红利股票的看涨期权定价公式，可以计算出 
在零时刻这两份看涨期权价格分别是 0.0422 和 0.0067 (每单位)，因此在零时 
刻合约的价值为 


1.3 e~ rr + 0.9(0.0422 - 0.0067) = 0,9712. □ 

定期支 在实际中，一份单个股票不能连续支付红利，而在某个定期的时段上支 

付红利 付•假设事先已知支付红利的时间为7\,乃，_..，在每个乃时刻，股权的当前 
M 持有者获得的股息为 JSjv 和第2章的习题7—样，在无套利情形下，股票 
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价格必定同时下跌相等数额 . 因此在任意的乃时刻，支付的红利恰好等于股 
票价格瞬时下跌的数额.假设在相邻两个支付红利时段之间股票价格服从通常 
的几何布朗运动. 

定期支付红利的股权 模型： 在确定的时间:^,了 2 , •…， 股权支付的红利是红 
利支付前股票的瞬时价格的 a 倍.股票价格本身的模型为 

S t = 5 o(l — ⑷ exp ( i/t -f aW t ), 

其中 n [ t ] = max{x : Ti ^ t } 是到 t 时刻为止支付红利的次数.此外，还有一 
个无风险现金债券= exp ( rt ). 

* 1 — ■■ ■ - ■ _ - ■■■-■■ _ 

显然，这里有两个 问题： 第一，尽管在时刻乃之间股票价格遵循通常的 
几何布朗运动模型，而在那些时刻股票价格都有间断地跳跃，这不符合连续情 
形的框架.第二，对于连续支付红利的情形，股票价格过程 { S t } t ^ o 并不反映 
股票的实际价格.然而，通过对连续支付红利的情形应用我们的投资策略， 

并将所有支付的红利重新投资于股票，就会克服上面两个问题. 

定义 { Z t } t ^ o 为投资组合的价值，这个投资组合以在零时刻购买一份股票 
开始，随后每一次支付红利时，股票持有者将支付的红利重新投资来购买更 
多的股票.第一次支付的红利是 ( JSn -， 即为在支付日之前股票瞬时价格的5 
倍， 第一次支付了红利后，股票价格就立即跳为 Sr 1+ = (1-^5^-，因此支 
付的红利可用来购买另外的 S/(l - S ) 份额的股票，因邱股票持有者拥有的股 
票总数按因子 1/(1 - S ) 增长.因此，在 f 时刻这个投资 k 合将由 1/(1 - S )^ 

份额的股票构成.则 

Z t = (1 — S )~ n ^ S t = So exp ( i/t + crWt ). 

与前一样，将投资组合 {Z t } t>0 看作一份不支付红利的资产，因此我们的市场 
由两种可交易资产构成，即投资组合 { Z t } t ^ o 和无风险现金债券 { B 山 > 0 .回 
到我们所熟知的情形. 

我们精确地模拟对连续支付红利情形所做的工作.由 t 时刻扣份额的石 
和办份额的现金债券构成的投资组合等价于由 （1 - 份额的支付红利 

的原生资产氏和呶份额的现金债券构成的投资组合. 

使得贴现过程 { z t } t ^ o 是鞅的测度 q 满足 mg 

磬八 = exp ( _ _ h ) 

其中 A = ( i /+| a 2 - r )/ a _ 再将权益写为办的函数，可以用经典的 Black - 
Scholes 分析方法去对期权进行定价和对冲. 

例 5.4.3 ( 远期价格）签订一份定期支付红利的股票的远期合约，求它的 
公平价格. 
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解在: T 时刻，合约价值 CV =^_ K . 求 K ， 使得零时刻合约的价值 


为0,像通常一样，在 t 时刻合约价值是鞅测度 ◎ 下权益贴现的期望值.即 


Vt = E q - K) Tt 

= e q e-^ 71 -^ ((1 - d) n[T] Z T - K^j\^t] 

=(1 - S) n[T] Z t - iCe- r(T_t) 

=(1 - 6) n[T] ~ n[t] S t - Ke- r(T ^\ 


因此，在零时刻合约价值为 0 的 K 为 

K = e rT ( l ~8) n ^ S 0 . (5.5) 

□ 


5.5 债券 


一 个纯贴现债券是在未来一些 T 时刻收益为1的有价证券.大部分的市 
场债券也会在预定的 T u T 2 r -, T n 时刻收到一系列小数额的利息 a 除了事先 
知道息票的数额以外，息票 (coupon) 的支付类似于红利的支付. 

到现在为止，我们只考虑事先已知利率的无风险现金债券，而在现实 
的市场中，由于利率的不确定性也会导致债券价格的随机变动.为了节省 
篇幅，我们不打算全面考虑债券市场模型. Baxter 和 Rennie 早在1996年 
就已经给出了精彩的介绍.因此本节的目的是从不同的角度来研究利率问 
题.假设有一个无风险现金债券玖= #* 和一份随机变动的息票债券，在 
两次支付息票之间它的价格服从几何布朗运动.显然，短期利率和债券价格 
之间有联系，而一互超过短期时间界限，许多参与者往往忽略它们.在效果 
上，将息票债券看成在乃，^，…，7；时刻预期支付现金红利的资产，这里假 
设 r n < 记/⑷= min{z : t < 乃}，债券价格满足 

n 

S t — ^2 ce _r ( Ti — 0 + Aexp(ut + aW t )^ 


其中是常数. 

像支付红利的股票一样，在支付息票时刻价格过程 {S t } t>0 是不连续 
的.然而，由过程{氏}^ 0 ，又可得到一个连续的不支付红利的资产.因而， 
当支付的红利是股票价格的一部分时，它实质上是股票的再投资过程，现在， 
由于息票是固定支付现金，所以将其以无风险债券进行投资.对于这个投资策 
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略，息票在 Ti 时刻支付，那么对于任意的 t e [0, T ], 其价值为 
因此以这种方式构成的投资组合价值为 


n 


Z t = y ^ ce ~ r ^ Ti ~^ + A exp(i/i + crW t ). 

l 

这正是我们之前考虑的由无风险现金债券 { B t } t >0 和可交易资产 { Z t } t>0 构成 
的市场. 

与通常一样，我们想寻找一个测度 Q ， 在测度下，贴现的资产价 
格 [ Zth ^ o 是鞅.而么恰好是固定的现金和£ ce -^ 加上几何布朗运 

i=l 

动 Aexp((i/-r)f + crWi), 如果 


exp I - XW t --入 


则其为 Q 〜鞅， 其中 A = 卜十 |(T 2 - r)/a. 在 Q 下， 



X t = W t 


(u + \a 2 - r) 


是布朗运动.收益为的期权在 t 时刻的价值为 


E Q 




在 Q 下，在 r 时刻债券的价格恰好是 


St ~ A exp 


{( r -r 


T + aX T 


在零时刻知的远期价格为 F = Ae rT , 且敲定价格为瓦的的看涨期权在 
到期日 r 的价值为 


F 电 


lQ g ( f ) + ^ 

ay/T 


K 电 


log (蚤) 


VT 



参见习题20 


5.6 风险的市场价格 


已有一个确定的模式.给定一个不可交易的股票，将它与一个被认为是可 
交易的投资组合结合起来，找到与那个可交易过程相对应的鞅测度，并用该测 
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度来给期权定价.我们仅根据常识来决定什么是可交易资产和什么是不可交易 
资产，这确实不能纯粹地归结为数学问题，但如果决定了价格为的 
资产确实是可交易的，且有无风险现金债券那么我们就可确定在由 
1131 它们构造的市场中可交易资产的类型.假设矣= B ^ St 是在 t 时刻可交易资 

产的贴现价格.令 Q 是测度，在此测度下， { S t } t >0 是鞅.如果考虑另一个过 
程 { Vt } t ^ 满足 R = B ^ Vt 的贴现过程次}$。是 ( Q ，{*^}0 O )- 鞅，那 
么 { Vtjt ^ o 是可交易的吗？ 

鞅和可 我们的策略是构造一个自融资的投资组合，该投资组合由可交易资产和 

交易资在 t 时刻的价值总是恰为％的可交易的贴现过程构成.像通常一样，第一步 
产 是应用鞅表示定理.如果 B ^ St 有非零的波动率，就能找到一个可 
料过程使得 

dVt = 岛. (5.6) 

从 5.1 节中复制期权的投资组合的构造中得到启示，构造由 t 时刻份额的 
可交易资产爲和 ^t = V t - 4> t S t 份额的（可交易的)玖组成的投资组合.该投 
资组合的价值在 t 时刻恰为％.我们必须验证它是否为自融资的.现在 

dV t = B t dVt + VtdB t (分部积分） 

= B t ( j> t dSt + V t dB t (方程 （5.6)) 

= B t (j) t dSt + (^Pt + (ptSt^jdBt 

= < f>t ( B t d 矣 + S t dB t ^ + 

=( f > tdS t + ^ t dB t (分部积分). 

因此在任意小的时段上，投资组合价值的变化依赖于资产价格的变化，故资产 
是自融资的，且{%}0 0 是可交易的. 

反过来情况如何？假设不是一个 （ Q ，{«7 f }^ o )- 執，那么必 
有时刻 s < T 使得 

B^Vs 

， ■ 

有正的概率.假设 { V t } t ^ 0 是可交易的，通过令 

U t = BtE^B^VTl^], 

可以构造一个过程你}*如‘因为是一个 （< Q ，{^ f } w ) -鞍，故 
可知 {%} oo 是可交易的.即有两种可交易资产，它们在 r 时刻有相同的价 
值，但它们在时刻以正的概率 取不同 的值.习题21表明在无套利情形 

下，这发生了矛盾.因此如果{尽― 1 %}^)不是缺，那么 { F t } o 0 就是不可交 
易的. 
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当然，因为利率是确定的，故有下面的引理. 

引理 5.6.1 给定一个无风险现金债券{丑山冲和一个可交易资产 { S t } t ^ 

过程 { V t } t ^ o 是可交易资产当且仅当其贴现值{私一 1 %}^)是 ( Q , {^ fh ^ o ) - 
鞅，其中 Q 是测度，在这个测度下，贴现资产价格是鞅. ( S 3 

假设在一个单一的 Black-Scholes 市场模型中有两种可交易的风险资可交易 

产{努}咖和即它们都是同一布朗运动的函数.并由它们的 随机微 资产和 
分方程所定义 风险市 

dSl = fXiS l t dt + aiSldWt - 场价格 

为使它们都是可交易的，引理 5,6.1 告诉我们它们必须是关于同一测度 Q 的 
鞔- 假设战= eA 则必有 

x t =w t +(^^y, *= 1,2 

是一个 Q - 布朗运动.如果 

f^i-r = fJi2~r 

CT2 

那只能有一种情形. 

经济学家给出了这个量的金融 意义： 若把^看作可交易资产的增长率， 

把 r 看作无风险债券的增长率， cr 看作资产的风险度量，那么 


就是单位风险（关于无风险利率）的超额回报率_由于这样，所以我们称它为 
风险的市场价格 (market price of risk ), 也就是众所周知的夏普比率 (sharpe 

ratio ). 在这样一个简单的市场里，每一个可交易的资产都应有相同的风险市 
场价格，否则将存在套利机会. 

$然，当我们将测度从 P (市场测度） 变为 Q (鞅测度）时， 7 就是在原始 
布朗运动中漂移项的 变化. 然而， 7 吸引人的经济学解释对利用 Q 测度并不 
能提供一种新的论证.复制方法使 Black - Scholes 分析得以正常进行，如果没 
有一个复制投资组合，那么我们的套利原理将失去意义， 
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1. 假设资产价格 A 满足= fiStdt + aStdWt , 其中与通常 一 
样，是标准 P - 布朗运动.令 r 表示无风险利率，那么无风险资产价格满足 cLB t = 
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rS t d< •记 { 呶， 0 t } 为由尤时刻洳份额的无风险资产氏和和份额的&构成的投资 
组合 • 对下列每个选取的和，求出咖，使得该投资组合{咖,如}是自融资的.（提 示: 
在 t 时刻投资组合的价值是％ =洳历+如&，并且如果 dV t =V^cLB t + <^d&， 那么 
该投资组合是自融资的 .） 

(a) <j>t — 1, 

(b) < t> t = S u du , 

11341 (c) <fn = St. 

2 •令为与 P- 布朗运动 { W t } t > o 有关的自然 a - 域流. 证明： 如果 Q 
是一个等价于 P 的概率测度， i/r 是一个 T t - 可测的随机变量，且 E q [£T|] < oo， 则 

M t = E ^ Hrl ^ t ] 


是一个平方可积的 Q - 鞅. 

3. 证明： 在例 5.2.2 的记号中，敲定价格为到期日为 r 的欧式看跌期权在 t 
时刻的 Black-Scholes 价格为 F ( t ， St )， 其中 

F { t , x ) = Ke ~ re ^(- d2 ) - x ^ dt ). 


4- 假设用％ = F ( t , S t ) 表示欧式看涨期权的价值（正如我们在命题 5.2.3 中的证 
明一 样). 那么亿= e - rt Vt , 且可定义 F 为 


V t = F ( t , S t ). 


在风险中性测度下，贴现的资产价格满足= aStdXt , 这里（在这个概率测度 
T ){ X t } t ^ o 是一个标准布朗运动. 

(a) 求 F { t , S t ) 满足的随机微分方程. 


(b) 利用亿是鞅的事实，在风险中性测度下，求出 F { t , x ) 所满足的偏微分方 


程，并由此证明： 

OF I 2 2 d 2 F OF 

-m^r x d^ + rx d^ 

这就是 Black-Scholes 方程. 


— tF — 0. 


5. A- 对冲 (delta hedging) 在金融书籍中下面 Black-Scholes 方程的导数是非常 

普遍的.通常假设资产价格满足几何布朗运动，即 


dSt = fiStdt 4- aStdWt , 

这里是参数.假设基于该资产我们试图求出一个欧式期权的价值，用表 
示 6 时刻的期权 价格. 对某个函数/，知道在 r 时刻 V ( T , S t ) = /(5t). 

(a) 利用伊藤公式把V表示为随机微分方程的解. 
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( b ) 假设投资组合 7 T = V - 5父假设该投资组合是自融资的，求出 7 T 满足的随机 
微分方程. 

( C ) 求5,对于 J 使构造的投资组合是“瞬时无风险”，即消去随机项. 

( d ) —个瞬时无风险投资组合的回报率和无风险利率必定相同.用这个事实求 
出 V { t , x ) 满足的（常）偏微分方程.注意到这就是习题4中得到的 Black - Scholes 方 
程. 

当然， j 就是复制投资组合中所持股票的份额.事实上，当构造的投资组合不是自 
融资的时，该衍生产品并不完全满足方程，这就违背了 （ b ) 中的 假设. 严格的推导方法 
要求投资组合由 t 时刻一份期权， -5 份额的资产及 e - Tt { V { t , S t )-8 St ) 份额的现金 
债券构成. 

6. 对到期日为 T ， 敲定价格为 K 的欧式看涨期权，计算由希腊字母表示的参数 

的值. 


7. —个可选择的求解 Black - Scholes 方程的方法是，通过变量代换将 Black - 
Scholes 方程转化为热传导方程.假设 F ( t : x ) : [0， T ] x [0, oc ] ^ R 满足 

QF 1 Q 2 F 0F 

Qt 2 ^ x q 工 2 (尤， 工）+ (亡，工 ） = 0 ’ 

满足的边界条件为 

F{t^ 0) = 0 

F { t , x ) 

- — 1 (X — oo) 

X 

F ( T , x ) = (x — K )-^-. 

也就是， F 是满足边界条件的 Black-Scholes 方程的解，即用于敲定价格为 K 到期日 
为 T 的欧式看涨期权的定价. 

( a ) 证明： 作变量代换 


^ = Ke y , 



F = Kv { r , y ) 


从而原方程变为 

dv / 、 d 2 v f x f dv 

其中 fc = 2 r / cr 2 , ^(0 ? y ) = ( e y — 1)+, 


( r ， y ) — kv (丁， y ), 


1 / e R , r e 



國 


( b ) 现在令 r ( r ， y ) = e M +~ u ( T ， y )， 求 a 和/3,使得 

dU (T,y) = yeR, 


dr 


9 y 2 
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并求 u 相应的初始条件. 

(c) 求解并代回原变量，从而得到欧式看涨期权的 Black-Scholes 定价公式. 

8. 证明：对每一个常数 A ， 尤 ）= Ar 和 V ^^ x ) = Ae rt 均是 Black-Scholes 
微分方程的精确解，并说明它们的金融意义及每种情况的对冲组合是什么？ 

9. 求出有下列特殊形式的 Black - Scholes 方程的最一般的解. 

( a ) V ( t , x ) = V ( x ), 

( b ) V ( f,aO = /( i ) g ( a ;) •这些是有相似解的例子，其中 （ a ) 给出的解表示永久期权 
的价格. 

10 . 令 c ( t ， s t )， p [ t ， s t ) 分别表示有相同敲定价格 k 和相同到期曰 r 的欧式看 
涨和看跌期权的价值_ 证明： C ( t , x )- P { t , x ) 也满足终值条件为 C ( T , x )- P ( T : x )^ 

的 Black-Scholes 方程，且推出 x - Ke -^^ 也是 Black-Scholes 方程的解.试 
解释这些结论的金融意义. 

11. 假设如同 5.3 节中的模型一样，求英镑看涨期权的 Black - Scholes 价格，该期 
权赋予我们在: T 时刻以 K 美元兑换1英镑的权利.相应的对冲组合是什么？ 

12. 验证 5.3 节中英镑和美元投资者使用完全相同的复制策略. 

13. 假设美元/日元的汇率对于常数叫 a 满足下面的随机微分方程 

dSt = /^Stdt 4- aStdWt, 

那么在一年内期望的美元 / H 元和日元/美元汇率都是 2 So , 这可能吗？ 

14. 用通常的符号，假设资产价格在 t 时刻遵循几何布朗 运动& = So exp(i/t 4- 

如果在每个无穷小的时间区间上支付给资产持有人 的红利，求出在基于 

到期日为 T 的股票远期合约中公平价格的表达式及相应的对冲组合， 

15 -给出在习题 14 中的看涨-看跌期权的平价公式. 

16. 假设在例 5.4.2 的合约定价中，没有考虑来自 FTSE 的股票的红利.那么所 
得的合约价格是偏高还是偏低，给出金融方面的论证，并给出所得合约价格的精确值. 

17. 假设％是自融资投资组合的价值，像 5 .4节中一样，该投资组合由份额 
的定期支付红利的股票和咖份额的现金债券所 构成. 求出在该假设下满足％的自融 
资特征的微分方程. 

18. 找出能复制例 5.4.3 中的远期合约的投资组合. 

19_基于 5.4 节中定期支付红利的股票，定价和对冲到期日为: T ， 敲定价格为 K 
的欧式看涨期权.根据方程 （5.5) 中计算远期合约价格的 Black - Scholes 公式给出你的 
结论. 


20. 验证 5.5 节中远期合约价格和看涨期权的价值，并求出相应的自融资复制投 
资组合. 


21. 证明 •• 如果两种可交易资产在: T 时刻有相同的价值，但它们必在 s < T 时刻 
以正概率取不同的值，那么市场上存在套利机会. 
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到目前为此绝大部分期权具体例子是关于标准看涨和看跌期权的例子.这 
样的期权有流通的市场，它们的价格是比较好确定的且有竞争优势.那些非 
标准看涨或看跌期权称作奇异期权.引入这样的期权可以拓宽银行业务范围或 
去满足对冲和顾客的投机需要，这样的期权通常没有市场且它们的买卖仅在 
“场外”进行.尽管这样的奇异期权的定价和对冲规则与标准期权完全一致， 
但它们的风险管理尤需注意.这样的奇异期权不仅不像标准期权那样能够流 
通，而且它们的收益还经常是不连续的，因此当临近到期日时就可能有很大的 
“增量”使得很难进行对冲. 


本章主要研究几种奇异期权的例子.对于最简单奇异期权的定价和对冲就 
是“打包” ( package ) ,即期权的收益是标准大众化期权和原生资产的一个组 
合.我们已经在 1 .1 节中遇到过这种期权，在这里再把它的定价作为一个习 
题-接下来的几个最简单的例子是欧式期权，即期权在到期日的收益是一个 
关于股票价格的函数.在 6.1 节中考虑的收益是不连续的而且还发现潜在的对 
冲问题.在 6 .2 节中转而关注多阶段期权.这种期权允许在期权有效期中作出 
判定或重新设置条件.本章剩下的部分用来研究路径依赖期权.在 6.3 节中用 
与 3_3 节中相同的方法对回望期权和障碍期权进行定价.在 6.4 节中将简单 
地讨论一下亚式期权，它的收益依赖于在期权的整个有效期内股票的平均价 
格.最后在 6.5 节中简单地介绍一下在连续时间下美式期权的定价. 


6.1 具有不连续收益的欧式期权 


我们在基本的 Black ^ Scholes 模型框架下讨论.即市场是由一个在 t 时刻 
价值为历 = e rt 的无风险现金债券和一个单风险资产构成的，这个单风险资 
产的价格 { S t } t ^ o 遵循几何布朗运动. 
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5_2节中在这个框架下建立了关于欧式期权定价和对冲组合的显式表达 
式. 特别是，若在到期曰 t 时刻期权的收益为 cv = /(5 t ), 那么在 < 时 m 
刻 (0 ^ ^ T ) 期权的价值为 


F { t , S t ) = e - r ( T -^ f ( S T ) 


e - r ( T - t ) 



S t exp 


x 


v 27 r 


exp (- \) dy ' 




V 




)(r -1) + ayVT - 0) 


(6.1) 


其中 Q 是鞅测度，而且权益 f ( S T ) 能被在 t 时刻由和份额股票和办 
e ~ rt ( V t - < i > t S t ) 份额现金债券所构成的投资组合所复制，这里 




OF 

dx 


( t , x ) 


St 


( 6 . 2 ) 


数学上如何精确计算这个积分将在本书的后面给以讨论.然而，我们将会看 

到，当收益是办的不连续函数时过多地考虑假设条件会导致对这些公式有用 
性的怀疑. 

例 1.1 [数字期权 （Digital option )] 数字期权有时也称为两值期权或数字期 

现金或无值期权，它的收益是由一个 Heaviside 函数给 出的. 例如， 一 个敲定权和针 
价格为 K 的数字看涨期权在到期日 r 时刻有收益 风险 


Ct 


0, 


S t > K , 

S t < K . 


求该期权的定价和对冲公式. 


解为了求解公式 （6.1 ) 必须确定 j /的 范围，对于 y 

St exp ({r- + ayy/T^A > K. 


整理可知当 y > d 时上式成立，其中 


d 




记 $ 为正态分布函数并把它代入公式 (6.1) 可得 


國 


V t 


一 r ( r - t ) 



e 


y2 ^ 2 dy 


e 


- r ( T ^ t ) 


d V2 tt 
( — d ) = e - r (7^)$ (办) ， 



d 


V2tt 


e - v 



136 _ 第 6 章 具有不同收益的期权 _ 

其中 

d2 = ^^!( log ( 鲁 )+ ( r -y)( T -^)» 

与例 5.2.2 中一样. 

再来看对冲问题.由 (6.2) 可知在*时刻复制投资组合中所持股票的份额 
为 

xexp (' 2 (t - 1 )^( log (§) + ( r ~ y) (T ~ t] ) )• 

当 t — T 时，在 K 上扣收敛到集中于 S t = K 点的 5 函数和 1 /K 
的乘积.考虑到当 t — 了时复制投资组合的涵义. 除了^ = K ， 扣是趋近 
T 零的，但是若&趋近于冗，那么扣将变得非常大.现在如果在临近到期 
曰时，资产的价格趋近于 K ， 那么它的值就会以很高的概率在到期日之前多 
次越过值氏=但是如果资产价格在趋近到期日时在敲定价格左右摆动， 
那么对于这个对冲组合来说我们的策略就是迅速地买进或卖出大量的原生资 
产.由于市场不如在 Black - Scholes 模型中所设想的那样完善，并且不能立即 
的买进或卖出，那么资产价格微小的变动（更不必说交易费用）所带来的风险 
就能轻易超出出售这种数字期权引起的最大负债.这就是与这种期权相关的所 
谓 “ 针”风险 (pin risk ). □ 

如果我们能够克服关于数字期权的 Bladc - Scholes 定价的有效性的忧虑， 
那么就可以把它们作为其他奇异期权的标准组件.事实上，由于在 r 时刻收 
益为 1 [ k ^ k ,]( St ) 的期权能够通过买进一份敲定价为&到期日为: T 的数字 
期权和卖出一份敲定价为到期日为 T 的数字期权来复制，那么在理论上 
就可以通过数字期权的线性组合（可能是无限的）来复制欧式期权从而求出它 
的定价公式. 


6.2 多阶段期权 


某些期权允许在期权有效期中做出判定或重新设置条件.一个具体的例子 
就是第2章习题3中的远期启动期权.为了解释如何为多阶段期权定价，我们 
来求一个远期启动期权的 Black - Scholes 定价公式. 

例 6.2.1 (远期启动期权） 一 个远期启动期权是这样一张 合约： 持有人 
在: T 0 时刻在没有额外费用下拥有一份敲定价为5^。和到期日为乃> %的期 
( S 2 权，若无风险利率为 r ，求 t 时刻这份期权在 Black-Scholes 模型下的价 
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格. 

解先假设 f € [ T 0 , T !]. 那么由 t 可知 St 。 ，因此这份期权的价值就是 
一 份敲定价格为5^。和到期日为: T； l 的欧式看涨期权的价值，即 

Vt= -S To ) + 八 1, 

- 

其中 Q 是个概率测度，在该测度下原生资产贴现价格是个鞅.特别是，在 ro 
时刻，根据例 5.2.2 有 

V To = 5 ro ^(di) - S To e- r ^- To ^(d 2 y 
其中 2 2 

^ _ (^ y ) {Ti ~ To) , _ { r ~Y) {Tl ~ To) 

dl = ~ ay/Ti - To ^， d<1 = ^ ay/Tx - T 0 ^ . 

即 


Ft 。 =知 。卜 ( (” + W 几 ) _ e_ r(ri ~ To) ^(( r ~Y)^V T °) } 

— cSt 0 

其中0 = £(7*,%了 0 ,7\)与资产价格 无关. 

为了求得 i < r 0 时期权的价格，我们注意到在 r 0 时刻的期权在时间 
区间0 < f < T 0 上能由 C 份原生资产构成的投资组合所精确 复制. 因此 
对 f<T 0 ， 期权的价格由 c ※给出.特别是，在零时刻期权的价格为 

y °=MK( r+ T) - (d) ^^) }， 


注意，为了定价远期启动期权，我们是从: a 时刻向后 倒推. 这反映了一 
个一般性的 策略， 给一个到期日为7\且在其中某个时刻 T 0 设置条件的多时 
段期权定价，它分为下列几个步骤. 


多时段期权的 定价： 

1. 求出时刻期权的收益. 

2. 根据 Black-Scholes 公式求出 t e [T 0 ,Ti] 时刻期权的价值. 

3. 在: r Q 时刻应用合约条件. 

4 . 根据 Black-Scholes 公式求出 f e [0，T o ] 时刻期权的值 • 


般策 

略 
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复合期 

权 


國 


我们现在根据上面的步骤来求下面两种期权的值. 

例 6.2_2 (比率衍生物） 比率衍生物是这样一种 合约： 两个时刻0 < r 0 < 
Ti 是固定的，到期日为 ， 此时收益为 5 Tl /^To -求 t <7\ 时期权的价值. 

解先假定此时 5 T () 是已知的，于是 

^ = ^-E^\e^ Tl ^S Tl Tt 

^ T 0 L J 

这里在 Q 下贴现的资产价格是一个鞅，因此 ％ = S t / S To - 特别是 V % = 1.因 
此对于< < r 0 显然期权的价值为 . □ 

远期启动期权和比率衍生物都是小集团期权的例子，在这里敲定价格被设 
置为关于有效期内某个 To 时刻股票价格的函数. 

一 类相当复杂的例子就是复合期权.它们称为“期权的期权”，在这类 
期权中原生资产的角色被一种期权自己所承担.复合期权有4种基本 类型： 
看涨的看涨期权 ( call - on - call ) ,看涨的看跌期权 （ call - on - put ) ，看跌的看涨期 
权 ( put - on - call ) 和看跌的看跌期权 ( put - output ). 

例 6.2.3 (看涨的看涨期权） 描述一个 看涨的看涨期 权必须要给定两个执 
行价格和两个到期日 To < Ti . 这个“原生”期权是一个敲定价格 
为到期日为; Z \ 的欧式看涨 期权. 看涨的看涨期权合约赋予持有人这样 
的权利，在 r 0 时刻以火 0 价格买进这份原生 期权. 求 t < r 0 时该期权的价值. 

解我们己经知道如何去求原生看涨期权的价值.由 BIack - Scho 】 es 公式 
可知 To 时刻期权的价值为 

CISt^KuT^ = 5 ro ^i(5r o ,Ti-r 0 ,^i)) 

— K oe - 吸 


其中 


di(S tcn T 1 -T 0 ,K 1 ) = 


lo e (§f ) 


)m - To ) 


- To 


d2(St 0 jTi — To, Ki) = di(St 0 ^Ti — To, Ki) — cr^Ti — Tq. 


那么复合期权在％时刻的价值为 


^(T 0 ) 5 to) = ^(Sro^KuT^-Koh. 

再一次利用 Black-Scholes 公式可得 f <几时刻期权的价值为 

V ( t , St ) = e ^^-^^ CiSro ^ KuTi ) - K 0 ) + T t s ] (6.3) 

■ 

这里资产的贴现价格在 Q 下是一个鞅.由 
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St 0 = St exp r<j Z y/To — t + f r — -cr 2 ^ (To — t)j, 

这里在 Q 下， Z 〜 iV(0,l), 公式 (6.3) 现在给出用二元正态随机变景的累积 
分布函数表示的期权价值的解析表达式.记 


f(y) 




S 0 exp ^tryy/To - t + (r _ i<r 2 ^ (T 0 - t) 


并显式定义 


x 0 = in{{y € R : K 0 }. 


现在 


log 


m 


log 


5 o 

K~i 


+ - t + ( r — —a 2 ) (To — t), 


因此记 


di ( y ) 


log(So/Ki) + ay\/To — t + — a 2 To + ha 2 Ti 


d 2 ( y ) 


a VTi — To 

log(^o/^i) + cry^Tp -t + rTi 

<y y / T \ — Tq 


a 2 ^ 


可得 


V(t,S t ) = e -r (f) 



(/( y )$ (石 ( y )) - K Q e - r ^- T ^^( d 2 ( y ))- K 0 ) 


.2 


\/ 2 tt 


/2 dy. 


6.3 回望期权和障碍期权 


现在我们来讨论依赖路径的期权的第一个例子 . 它是这样一类 期权： 期权 
在到期日的收益取决于合约有效期内原生资产价格演化的历程 . 

通常我们用 {Sth^T 表示合约有效期内原生资产的价格.在本节将讨论 
这样一类期权，它们在到期日的收益不仅依赖于知，而且还同时依赖于原生 
资产价格在 [o ， r] 上的最大值和最小值或其中之一 . 


國 


记号 .•记 


S^(t) = min{5^ : 0 ^ u < i} 5 
S*(t) = maxl^ : 0 ^ u < i}. 
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定义 6.3.1 [回望看涨期权 (lookback call )] 回望看涨期权赋予持有人 

这样的权利，在： T 时刻购买一份股票，购买价为股票价格在 [0, T ] 上的最小 
值.此时收益为 

C T = S T - S^(T). 

定义6.3. 2 [陣碍期权 (Barrier options )] 障碍期权是这样一份期权，如 

果原生资产价格触及到提前设置的障碍，那么期权就生效或失效.这里有两种 
基本类型： 

1. 敲入障碍期权 

( a ) 上升敲入障碍 期权： 当从下到上触及障碍时期权才生效， 

( b ) 下降敲入障碍 期权： 当从上到下触及障碍时期权才生效. 

2. 敲出障碍期权 

( a ) 上升敲出障碍 期权： 当从下到上触及障碍时期权失效， 

( b ) 下降敲出障碍 期权： 当从上到下触及障碍时期权失效. 

例6.3_3仅当股票的价格在 r 之前的某个时刻跌落到预先设置的水平 c 
之下时，下降敲入看涨期权的收益才为 （5^ -尺)+，否则期权是无效的.即期 
权的收益为 

Ct = - K) + . 


在鞅测度 Q 下，我们总是能把这类期权的值表示为一个贴现的期望值.因 
此期权在零时刻的价值可记为 


V { 0 , S o ) = e ^ rT E < i [ CT ] (6.4) 

其中 r 是无风险借贷利率，贴现的股票价格是一个 Q - 鞅.然而，为了 
精确地计算出 （6.4) 中障碍期权的期望，需要知道在鞅测度 Q 下 ( St ^ S ^ T )) 
和 (5 t ? 5*( T )) 的联合分布.幸好我们在第3章做了很多这方面的工作. 


股票价 

格和它 

最小值 

的联合 

分布 


在引理 3.3.4 中我们建立了布朗运动和它的最大值的联合分布.特别是， 
如果 { W t } t ^ 0 是一个标准的 P - 布朗运动，记 


M t — max W s , 

O^s^t 

对于 a >0 且: c < a 有 


¥[Mt ^ a , Wt x ]= 



Em 


由对称性，记 = min 

Q^s^t 


对于 a <0 且; I ； 彡 ex 有 


^ a , W t ^ X 


=l - 


或微分，若 a < 0且 : r > a ，则 


P[niT K Os, Wt G dx] = pr(0, —2a + x)dx = p^(2a, x)dx, 



其中 
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Pt { x , y ) = -|=exp(- |x-y| 2 /2i). 

把这些结果与 Girsanov 定理（的两个应用）结合起来就可以得到在鞅测度 Q 
下 （5 r ,5*(T )) 和 (5 t ,5*(T)) 的联合分布. 

通常，在市场测度 P 下 


S t = So exp(jyt + crW t ) 7 


其中{呎}咖是个 P- 布朗运动.倘若暂且假定 v = 0, 那么& = S 0 exp(aWt)， 
而且 S ^( t ) = 5o exp (amt) » S *( t ) = Soexp ( crM t ). 在这个特殊情形下，股票 
的价格和它的最小值（或最大值）的联合分布可由(或 0 ^ uM t )) 推导 
而来.当然通常情况下，不管是在市场测度 P 下还是在鞅测度 Q 下，〃都不 


为0 . 我们采取的策略不仅转换到鞅测度下使用 Girsanov 定理，而且有时还 
要转换到一个等价测度，使得在该测 度下爲 = 5 0 exp(<7^). 

引理 6,3.4 设 {Y t } t>0 是由 K W + 给出的，其中&是一个常 
数， { X t }$ 0 是一个 布朗运动.记1(0 = 111111{1^ : 0<“<亡}，则 


Q[Y,(T) ^ a,Y T e dx] 



pT ( bT J x ) dx 1 
e 2ab pT (2a + feT, x ) dx ^ 



同上，内 ( x ， y ) 表示布朗转移密度函数， 

证根据 Girsanov 定理，存在一个等价于测度 ◎ 的测度 P ，在这个测度 
下是个 3 P- 布朗运动，且 


dP 

dQ 


= exp 

J~r 



注意此式仅通过依赖于 { X t } 0 ^T • 事件 { Y ,( T ) 彡 a，y r e dx } 的 Q » 概 

率为它的 IP - 概率乘以在 K r = x 时的值.当前 

dF 

譯= exp ^ bX T + -PT) = exp ( bY T - - b 2 r \. 

因此对于 <2<0和有 

Q[y*(T) ^ a } Yr E dx] = ^ a,Yr E dx]exp (bx — \b 2 T\ 

=px(2a^ x) exp ^bx — !6 2 T)dx (6-5) 

= e 2ab pr(2a + 6T, x)dx. 
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显然，对于 x < a , { K ( T ) ^ a , Y T edx } = { Y T € dx } , 故对于 : r < a 有 

Q [ Y ,{ T ) ^ a , Y T e dx ] = Q [ Y T € dx ] 

= Q[bT + X T € dr ] 

= pr {bT, x)dor 

证毕. 口 


对 （6.5) 两边关于 cz 微分，根据联合密度，对于 a < 0可得 


Q [ K ^( T ) G da , Yt € dx ]= 


2e 2ab 

T 


x — 


2a \ pr ( 2a + bT , x ) dxda , 


x ^ a . 


如果 x < a 或 a > 0，联合密度显然为 0. 在习题 13 中要求去求测度下斤 
和 y *( T ) 的联合分布 • 


价格表 

达式 


由第5章可知，在鞅测度 Q 下， 5 t = 5 0 exp ( ay t )- 其中 

a 


(r - 卜 2 ) 


2 


t + x t 


且是一个 Q - 布朗运动.因此通过应用这些结论与 fe = (r — | a 2 )/ a ， 现 
在就可以计算出到期日为 r , 收益依赖于股票在: r 时刻的价格和它在合约有 
效期内最小值（或最大值）的任何期权的价格.如果收益为 cv = g { S4T ) } S T ) 
且 r 为无风险利率，那么期权在零时刻的价值为 


V ( 0 , So ) = e ^ T E ^[ g ( S ,( nS T )} 

= e rT f f g{S Q e^\ S Q e^)Q[Y,{T) e da,Y T e dx]. 

J a = — oo J x—a 


例 6.3.5( 下降敲入看涨期权） 求下降敲入看涨期权在零时刻的价格，它 
在 T 时刻的收益为 

Ct = l{5,(T)^c}(^T - K) + 

其中 C 是一个（正的）预先设置的 小于尺 的常数 • 

解利用 5* = »5 0 exp ( crl ^)， 因此收益又可记为 

cv = liy^Tj^iiogfc/So)}!^^ - K) + . 

國 记6 = (r - \ a 2 ) ja , a = ^ log ( c /5 0 ) 且 a : 0 = 士 log (/ T /5 0 )， 可得 

V (0, S o )= e ~ rT 「 ( S 0 , - K ) Q ( Y ,( T ) ^ a , Y T e dx ). 
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根据上面所得的 ( Y 4 T ), Y T ) 的联合分布的表达式可得 


V(0,So) 


-tT 



(Soe^ - K)e 2ab p T (2a + 6T, x)dx. 


这里我们用到这样一个事实：由于 c < ii ：， 所以首先观察 


rT 



Ke 2ab p T {2a + bT 1 x)dx 


Ke~ rT e 2ab 


/ve _ e — # - _ ^ 

J (xo—2a — bT)/Vr v27T 

p{2a+bT—Xo )/VT -i 

Ke ~rT e 2ab / 本 


i ^ e~ rT 


e / _ 

J — oo "v 27T 

n / c 、 7 i 广 2<z + bX 1 — i 

V5oj l — f 

r\ “ 


Xo 


Ke- rT 


KSoJ : v Vf , 

\5o/ V (t\/T 


其中 F = e rT ^/S 0 ^ 

同理， 


rT 



5 0 e ⑽ e 2a Vr(2a + W 1 ， x)dx 


rT J2ab 


S 0 e' rl e 



V 27 tT 


exp 


(x-(2a + bT)) 2 -2axT 


2T 


dx 


S 0 e 


rT J2ab 


尸 oo 
*/(x 0 — 


(2a+bT)-(rT)/VT 


y 2 /2 


dy 


x exp l -a 2 T + 2aa + baT 


rT 


ar 


\ <rVT 


与例 5.2.2 相比可得 


其中 <7( At ;/ C ， T ) 是敲定价格为 iC , 到期日为 r ， 股票价格在 t 时刻为0：的欧 
式看涨期权在 （ 时刻的价格. a 

障碍期权的价格也可表示为一个偏微分方程的解. 

例 6 .3.6 (下降敲出看涨期权） 除非在合约的有效期内原生资产的价格跌 
落到预先设置的障碍 c 之下，下降敲出看涨期权有与欧式看涨期权一样的收 
益（办 - 尺) + ，在此情形下期权被“敲出”，终止有效. _ 
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如果 S t = x f 那么记 V ( t , x ) 为这样一个期权在 t 时刻的值，并假 
定尺> c ， V ( t , x ) 是对于 ( t , x ) e [0 ? T ] x [ c ， oo ) ，符合下列边界条件的解 


V ( T , S t ) = ( S t - K )+, 

v (U c) = 0 ， t e [ o , T ], 

V ( t , x ) 

- —^ 1, x — oc, 

x 

最后一个边界条件意味着当氏4 oo 时，资产价格在 T 时刻之前触及到障碍 
水平 C 的概率趋近于零. 

习题16给出了含有这类边界条件的 Black - Scholes 偏微分方程的一种解 
法. 

a 然越来越多复杂的障碍期权可能是浮动的.例如，一个双敲出期 
权 （double knock-out option ) 只有当股票的价格在合约的有效期中处于 [ c 1 , c 2 ] 
中时才是有效的.求这类合约的概率定价公式需要知道 （ Sr ，& cr )，5 *crd 
的联合分布.在单一障碍期权情形下，这种联合分布是利用 Girsanov 定理 
从 （ Wr ， m r ， M T ) 的联合分布推导而来的，其中 { W t } t >0 是个 P - 布朗运动， 
并且 { m t } t >0 ， { M t } t > 0 分别是它的最小值和最大值.这依次由下式给出， 


P[tVr ^ dy，a < Mt < &] = | px (2 n(a ~ b )^ y ) — p ( 2 n(b — a),y — 2 a )| dy ; 

n^Ti 


可以参见 Freedman (1971) 给出的证明，那么一个显式定价公式将是无限 
项和的形式 • 在习题20中可以通过直接求解 Black - Scholes 微分方程得到定价 
公式. 


概率或 如同第 5 章的习题 7 —样，在本章后面的习题中我们又将看到， Black- 
PDE? Scholes 偏微分方程通过转换成热传导方程（有合适的边界条件）来求解.这与 
概率的方法完全一致，即把期望价格转換成一个布朗运动函数的期望， 


6.4 亚式期权 


亚式期权的收益是资产价格在合约整个有效期内的平均值的函数.例如, 
敲定价为尺到期 H 为: T 的亚 式看涨 (Asian call) 期权的收益为 



國 


显然 C 7 t 因此通过第5章的 Black - Scholes 分析可以给出这类期权在零 


时刻的价值为 
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T 

然而，计算这个积分是一件很不容易的事情，我们无法得到如前面章节一样比 
较漂亮的显式表达式， 




在这篇文章中有许多变量.例如，我们可能要求这样一个权益的值，它的 
收益为 t 

cv = / (办，多乂 触). 

在 7.2 节中将去研究把这类权益（和更复杂的权益）的价格表示为一个多维 
的 Black - Scholes 方程的解的方法，而且（参见第7章习题12)，根据这个方程 
的解也可以求出对冲组合的一个显式表达式.然而，求多维的 Bladc-Scholes 
方程要比求相应的一维情况困难得多，而且通常要借助于数值解法. 


直接去求解 （6,6) 的困难主要在于，尽管与的对数正态分布相比平 

均过程在任一时刻都有显式表达式，但是却没有分布函数表达 

式.有些方备被认为可以克服这个困难，例如可以通过选择一个适当参数的对 
数正态分布来简单逼近这个平均过程的分布. 

一个很自然的方法就是把连续时间离散成时刻 , t n , 然后取这些时 
刻上的平均值来取代连续平均_当计算一个实际资产的连续平均很困难的时 
候，这种方法还是有一定的实际意义.实际上，很多合约规定，它们的平均值 
可以通过这种离散孽情形来计算，例^如根据每天的结算价格来计算.在数学 

上，连续平均；^ /说 df 可以用 l ^2 s ti 来代替 • 尽管建立在离散模型上的 

T Jo 

期权价格的计算很快就变得不切实际，但还是可以用与多阶段期权一样的方法 
来处理（见习题 2 1). 

一个更进一步的方法是用几何平均来取代算术平均，即考虑用 （ft S ti ) 1/n 

1 打 

来取代由于几何平均服从对数正态分布（习题22)，因此对于亚式 

n i= i 

期权而言相应的近似定价公式就能够精确地求解出来.（在习题23中要求出一 
个基于几何平均的连续模型上的亚式看涨期权的定价公式 .） 当然正数集合的 

算术平均总是大于几何平均，因此这种近似方法总是低估了亚式看涨期权的价 
格就不足为奇了. 





146 


第 6 章具有不同收益的期权 


6.5 美式期权 


國 


这里对美式期权的深入完整的探讨超出了我们的范围.美式期权价格的 
显式表达式只在一些特殊的情况下才存在，因此一般情况下必须借助数值方 


法来求解.一种方法是利用第2章中介绍的离散（二项式树）模型，另一种方 
法就是再把价格作为一个偏微分方程的解.对于这个方程我们不给出严格的推 
导，而是利用第2章的结论对解的形式给以启发式解释. 


离散情 如第2章中所见，不支付红利的美式看涨期权的价格与欧式看涨期权的 
况 价格完全 一 样，因此这里着重探讨 美式看跌期权 (American put option ). 这类 

期权赋予持有人这样的权利，在到期日 r 之前的任何时刻以价格凡去购买一 
份股票. 


如 2.2 节所解释的那样，在离散时间模型中，若为 n 汾时刻期 
权的价值， S n 为 nJt 时刻的资产价格，那么 


V(n,S n ) = S n )+, E^[e- rSt V{n + 1,5 n+ i)|^ n ]}, 

其中 Q 是个鞅测度，特别是，在任何时刻 V(n,S n ) >{K- S n ) + 恒成立.可 
以看到在每个固定点 n , 的可能值被边界值 S f (n) 分成两种区域，用 S f (n) 
来 表示 ： 若 S n > S f (n) 则最好持有期权，若 S Tt < S f (n) 则最好终止持有期 
权，称 {5/( n )} o^ n ^N 为执 行边界 （exercise boundary ). 

在例 2.4.7 中我们得到了执行边界的一个性质.我们证明了贴现的期权价 
格可以写成 R - A n ， 其中 { M n } o ^ n^N 是一个 Q • 鞠， { A n } o^ n ^N 

是一个非减的可料过程.期权在#0时的首达时刻 n 汾被执行.总之， 
在终止区域内 A n+1 # 0且 K = ( K - S n )+, 那么当不在终止区域时，即 
当 S n > 心 ( n ) 时， V(n, S n ) = M n - 

在 A n+1 ^ 0时的首达时刻终止持有的策略是最优策略，在这个意义下， 
若记 7 W 为所有可能终止时刻的集合，这些终止时刻在{0，1，… , N } 中取值， 
那么 


F (0, So ) = sup E Q [ e^ rT (K - S T )+\^ o ]^ 

tETjv 

由于任意可行策略的执行时刻必是一个停时，这就是说期权的持有人不可能有 
其他更好的执行策略.以公平价格为特征的最优化方法来自于习题 2.4 中要提 
供的，现在已经熟悉的套利方法. 

连续时 现在假设我们正式地讨论 2.6 节中的连续情形.我们希望在这种条件 
间 下， V ( t , S t ) ^ (K - St) + 也处处成立，且对每个 t 我们可以定义 Sf ( t ) 使得 
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当 St > S f ( t ) 时最优策略为继续持有期权，而爲< Sf ( t ) 时则终止持有.由 
于在终止区域 V ^， 爲 ） = ( K - 氏)+，而在继续持有区域 V ( t ， 氏） = Mt ， 其 
中贴现过程 { Mth ^ r 是一个 Q - 鞅，且 Q 是等价于 P 的测度，在这个测度 
下股票的贴现价格是一个鞅.由于 { Mth ^ r 可以考虑作为欧式期权的贴现 
值，所以这就告诉我们在继续持有区域，必定满足 Black-Scholes 微分 
方程. 


那么我们可以猜测在 {( t , x ) : x > S f { t )} 上期权的价格 V ( t , x ) 必定满 
足 Black - Scholes 方程，而在此区域外 V ( t , x ) = ( K - x ) + . 如果我们给定一个 
关于5/的适当的边界条件，那么可以把它作为 V ( t , x ) 的一条性质.但事实 
是 Sfif ) 是一个自由边界 (free boundary ) ,我们不能事先确定它的位置，因此 
这是一个非常复杂的问题， 


由套利问题 （> J 题 25) 可知美式看跌期权的价格应该是连续的.我们已经 
验证了 v(t,s f (t)) = ( x - s f (t)) + . 由于如果期权的值为零在 t < r 时刻去 
执行显然是不明智的，因此事实上我们有 K ( t ，5/( f )) = • 现在假 

定当通过执行边界时 V{t,x) 关于 x 是连续可微的（这里我们将略去对它的证 
明).由于 

V (tj x) — (K — x)^ 当 : r < 5/时， 

V(t,x) ^ (K — x ), 当 x > 时， 


那么在执行边界必定有 -1 ,假定在执行边界的某点上 g > 一1 ， 那 

么通过在选择执行的那些 &上把 股票的价格从减少到 S }， 羞际上就可以 
提高在这一点期权的价值.这与最优执行策略是相矛盾的，因此在 


执行边界必有 


0 V 

dx 


1 


我们现在完全可以把 V ( t , x ) 描述为一个自由边界值问题 的解: 


命题 6.5.1 (美式看跌期权的价值）记 V ( t , x ) 为敲定价格为尺，到期曰 
为 r 的一份美式看跌期权的价值， r 是无风险利率. V ( t , x ) 有如下性质， 
对任一时间 t e [0, T ] 存在一个数 S f ( t ) e (0, oo ), 使得当 0 < < S f ( t ) 

和时，有 


V ( t ^ x ) = K — 


dV 1 2 2 d 2 V dV 

m^2 ax d^^ rx d^~ rV<0 ' 


且当 i 6 [0, T ] 和 Sfif ) < o : < oc 时，有 


w 、… 、 dV 1 2 2 d 2 V dV 

> ( K - x )+, — + - a 2 x 2 — ^- rx — -rV = 0. 

在 x = S f ( t ) 上边界条件是期权价格过程关于: r 是连续可微的，关于时间 t 连 
续的，且 


叩，％(0)=(尺一帥))+， 


dV 

dx 


= - 1 . 





一个显 

式解 
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此外，7满足终止 条件： 

V ( r 5 J S T ) = (iC-5r)+. 

命题 6.5.1 的自由边界问题作为 一 个线性互补问题 （linearcomplementarity 
problem ) 更容易分析.若用下面的记号来表示 

£ ss /= f + r v S +rx £ _r/> 

则自由边界值问题可以表述为 

^ BsV { t , x )( V ( t , x ) -(K - x ) + ) = 0, 

且满足 C B sV ( t , x ) < 0, V ( t , x ) - (K - x ) + > 0, V { T , x ) = (K - x )+, 
当 : r — oo 时 V ^, x ) — oo , 以及 V ( f ， x ) 和是连续的. 

注意到这种表示方法就完全避开了对自由边界的明显依赖.变分方法可 

以用来求解这类问题，而且边界可以从它的解中重新得出.这些知识超出了 

我们在这里讲述的内容，要想了解更多的细节可参见 Wilmott , Howison & 
Dewynne (1995). 

我们用一个美式期权少有的例子来结束本章的内容，这种美式期权能够 
得到显式表达式， 

例 6 .5.2 (永久美式看跌期权）永久美式看跌期权是一份持有人在任何时 
刻都可以实施的合约，它的收益为（尺-况)+,求一份不支付红利的永久美式 
看跌期权的价值 4 

解我们简单地概述一下这个问题的两种解法， 一 种是通过命题 6.5.1 的 
自由边界问题来求解，另一种是通过期望价格来求解. 

由于合约距离到期日的时间总是无限的，因此是一个只关于 x 的 
函数，且对于所有£ > 0和某个常数 a ， 执行边界必定形如 Sf ( t ) = a ，只 
要爲< a ， 期权就将实施‘由 Black - Scholes 方程可以得到一个常微分 方程： 

V x G (a,oc) (6,7) 

这里仏〜屯和 d 2 为常数. 


lim K ( x ) = 0 

X —oo 


x E ( a , oo )， 
x e [0 ， a ]， 


, 2 ^ + rx ^_ rF = o, 


dx 2 


dx 


方程 （ 6 . 7 ) 的通解形式为 V ( x ) = c lX ^ + c 2 x d ^ 
满足边界条件 


V { a ) = K ^ 


lim 


dV 


xia dx 


可得 


V ( x ) 


{ K - x ), 


2ra 



其中 
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2 ra~ 2 K 
2 r < r ~ 2 + 1 


解这个问题的另一种方法就是用 3.3 节的结论，如上所述，对某个 a >0 
当股票价格第一次触及到水平 a 时，期权将被实施.这就意味着期权的价值 
将是下面这种形式 

其中 r a = ird{t >0: S t < a }. 我们根据 Q - 布朗运动触及一条斜线的时 
间去重新记停时.由于 


St — So exp 



唪 


其中 { Xth ^ o 在鞅测度 Q 下是个标准的布朗运动，事件{私< a } 等同于事件 



aX t - 



t ^ log 



■ 


过程 {- X t } t ^ o 也是一个标准的 Q - 布朗运动，因此在 3.3 节的记号中时间 T a 
是由 T a ， b 给出的，且 





2 



那么我们就可由命题 3.3,5 得到 EQ [ e " rr -], 并且再在 a 上取最大值从而得出 
结论. □ 

习题 


國 


1•令 和 ^ ^ 2 为固定的实数，且0 < — 个双限期权 (collar option ) 

有收益 

Ct = min{max{SV ， 欠 i} ， ^ 2 }. 

求这份期权的 Black-Scholes 定价公式. 

2. 在一份远期合约中与多头有关的最大可能损失是多少？空头呢？ 

考虑这样一个衍生产品，在到期日对于多头持有人来说它的收益为 


Ct = min { S T , F } — K , 
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其中对于原生股票来说 F 是一个标准的远期价格且 K 是一个常数.因此构造这样的 
一份合约以便在敲定的时刻它的值 为零. 求应该写入这份合约中的 K 值的一个表达 
式.对于多头或空头持有人来说现在它的最大可能损失又是多少呢？ 

3 -敲定价格为的 数字看跌期权 (digital put option ) 在 T 1 时刻有收益 


Ct = 



S t >K, 
St < K. 


求数字看跌期权的 Bla ^ k - Scholes 定价公式和数字期权的看涨-看跌平价公式. 

4. 数字看涨期权 (digital call option ) 在例 6.1.1 中我们求出了数字看涨期权的 
价格 • 这里有另外一种求解 方法： 

( a ) 用 Feynman-Kac 随机表示定理求出一个到期日为 T 和敲定价 格为尺 的数 
字看涨期权的值满足的偏微分方程. 


( b ) 证明用标准欧式看涨期权的 △ 来解 （ a ) 中求出的偏微分方程. 

(C) 因此或否则通过解 （ a ) 中的方程来求数字看涨期权的价值. 

5* — 1 个到期日为了和敲定价格为 iiT 的资产或无值 （ asset - or - nothing ) 看涨期权 
有收益 

C T — I St > K, 

T _ \ 0, S T < K. 

求这样一个期权的 Blaok - Scholes 定价和对冲公式_若资产价格在临近 T 时刻时趋近 
于尺， 那么此时在复制的投资组合中所持有的股票将发生什么变化？请加以解释. 

6. 构造一个投资组合，它完全由现金或无值期权与资产或无值期权组成，其中这 
些期权在 r 时刻的价值与敲定价为 k 的欧式看涨期权在到期日： r 时的价值完全一样. 

7- 在 6.1 节中我们看到对于某个在到期日收益不连续的期权，在临近到期日时复 
制的投资组合中所持有的股票可能发生 振荡. 若收益是连续的会发生这种现象吗？ 

8- 迟付期权 ( pay-later option ) 这种期权也称作 条件溢价期权 (contingent 
premium option ) , 是个标准的欧式期权，除了购买者仅在期权到期日且期权是在实值 
时支付溢价 • 由于溢价被选定因此期权在零时刻的值为零.这种期权等价于一个由一份 
到期日为 T 和敲定价格为 K 的标准欧式看涨期权和份到期日为 T 的数字看涨期 
权组成的投资组合，其中 y 是该期权的溢价. 

( a ) 该投资组合在零时刻持有的价值是多少？ 

( b ) 求 y 的一个表达式. 

( c ) 如果一个投机者参入这样一个合约，那么从她的视角来说会有什么方法？ 

9. 棘轮期权 (ratchet option ) 两轮棘轮看涨期权描述如下_在零时刻初始敲定价 
格欠被设定.在％ > 0时刻敲定价格被重新设置为 S To , 即原生资产在％时刻的 
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价值，如果 S Tl - St 。 是正的，那么在到期日乃> Tq 持有人的收益为敲定价格为 S To 
的看涨期权的收益加上5^ - St 0 , 即收益为 (S Tl - S To )+ + (S To - K) + . 

如果 （ Sr 。 一 /0是正的，那么中间利润 (S To - ^)4 - 称为 “ 禁闭 ” （locked in )， 为 
什么？对于0 < t < 7\求该期权的价值. _ 

10- 选择期权 （chooser option ) —个选择期权由两个敲定价 於和 Ki ， 与两个 
到期日 7 b < 7\给定.在 To 时刻持有人拥用以价 格/^ 去购买一份到期日为乃和敲 
定价格为的看涨或看跌期权的权利. 

该期权在 T Q 时刻的价值是多少？在特殊情形於= 0中，用看跌一看涨期权平价 
公式去把它表示为适当选定的敲定价和到期日的看涨期权与看跌期权的值的和，从而 
求期权在零时刻的价值. 

11. 期货期权 (options on futures ) 在我们的简单模型中无风险利率是确定的， 

远期价格与期货价格一致，在一个支付日为> r 0 的原生期货合约中，到期日为 r 0 
和敲定价格为 k 的欧式看涨期权在时刻支付给持有人期货合约中的多头和一定数 
量的钱（打％，^) — KU ， 其中 F ( T 0 , T !) 为期货合约在 T 0 时刻的 价值， 求该期权在 
零时刻的价值. ^ 

12. 利用例 6.2.3 中的模型求看跌的看跌期权的价值. 

通过考虑由买入一份看涨的看跌期权和卖出一份看跌的看跌期权（有相同敲定价和 
到期 H ) 所得的投资组合得到一个复合期权的看跌一看涨平价关系式，从而写出复合期 
权的所有4种类型的价格. 

13 •令 { Y t } t >0 由％ =况+ X t 给定，其中6是个常数且 { X t } t ^ o 是一个 Q ■布 
朗运动.记 Y ^( t ) = max { F u ：0^ u ^ t } 9 求 Q 下（&， V *( r )) 的联合 分布. 

14. 由具有相同敲定价格和到期日的下降敲入看涨期权与下降敲出看涨期权组成 
的投资组合的价值是多少？ 

15. 若 c > K ， 求一个有障碍 c 且敲定价格为 K 的下降敲出看涨期权在到期日 T 
的价值. 

16. 求例 6.3.6 中的下降敲出看涨期权的价值一种方法是，把它表示为鞅测度下的 
一个期望，并利用我们关于布朗运动和它的极小值的联合分布的知识.另外一种方法是 
直接求解偏微分方程，这也正是本习题的目的. 

( a ) 用第5章习题7中的模型把该定价方程转换成热传导方程，这个热传导方程 
的边界条件是什么？ 

( b ) 求解所得的热传导方程，例如可用“镜像法” •[若你对这种方法不熟悉，可参 
见 Wilmott，Howison & Dewynne (1995).] 

(C) 代回原变量得到偏微分方程的解. _ 

17 - 一 个美式 现金或无值看涨期权 (American cash - or-nothing call option ) 可在 


m 
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任意时刻《 e [ o , r ] 被执行.若在 < 时刻被执行则它的收益为 

1， 当& >尺时， 

0， 当 5* <允时. 

问该期权将在什么时候被执行？并求它的价值. 

18. 假定例 6.3.5 中的下降敲入看涨期权被修正为：若期权永不生效，即股票价格 
永不触及障碍，那么持有人收到回扣 Z , 求该修正期权的值. 

19. 永久期权 （perpetual option ) 是没有到期日的期权.例如， 一 个永久美式现 
金或无值看涨期权可在任何时候被执行. 若在 t 时刻被执行， 当 St > K 时它的收益 
为1, 当 St < K 时它的收益为 0. 问该期权永不被执行的概率是多少？ 

20. 把双重敲出看涨期权的价值表示为一个有适当选定边界条件的偏微分方程的 
解，模仿习题16中的方法把它的价格表示为无限和的形式. 

21- 计算敲定价格为 K 的亚式看涨期权的价值，其中股票价格的平均值是在两个 
样本时刻0和 r 的基础上被计算的，这里 t 为合约的到期日. 

当有3个样本时刻0, 772和 r 时，求相应合约的值的表达式. 

22. 假设 { Sth ^ o 遵循 P 下的几何布朗 运动. 令0彡 h …为固定时 

刻且定义 

a \ 1/n 

X 丄 

证明 G n 在 P 下服从对数正态分布， 

23,资产价格 { S t } t > o 在市场测度 P 下遵循几何布朗运动.定义 

Y t = exp J log S * d *). 

假设一个亚式看涨期权在: r 时刻的收益为 （>v - 求这样的期权在零时刻的价格 

的显式表达式. 

24. 用套利方法证明，若 V (0, So ) 是到期日为 r 和敲定价格为 K 且不支付红利 
的美式看跌期的公平价格，那么记 Tt 为在 [0, T ] 中取值的所有可能的停时所组成 
的集合，则 

V (0, So )= sup E Q n 5.)+|^ o ]. ' 

25. 考虑不支付红利的美式看跌期权的价值.证明，若期权的价值（作为股票价格 

的函数）在某些无穷小的时段上间断，那么完全由这些期权组成的投资组合将存在套利 
机会. 

注释这意味着不是所有的期权的价格都是连续的.若在合约的条 件中有一个瞬 
时改变（如在多阶段期权中一样)，那么间断的情况一定会发生. 

26. 求不支付红利的永久美式看涨期权的价值. 
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弓 


为了要把基本 Black ^ Scholes 模型应用到某些奇异期权的定价，我们现在 
转向更复杂的市场模型. 


在 7.1 节中，我们用可料过程代替（常数）参数来刻划基本 Black-Scholes 


模型.在适当的边界假设下，我们重复第5章的分析，获得期权的公平价 
格.在鞅测度下，它是权益的贴现期望值. 一 般地，总可以从数值上来估计该 


期望值.我们也可以通过 Feynman - Kac 随机表示定理与推广的 Black-Scholes 
方程建立联系. 


到目前为止，所给出的模型都是假设市场是由单个股票和无风险债券组 
成.更复杂的股权产品可能依赖于几个独立证券的行为. 一 般地，这些证券的 
价格不会独立地演化.在 7.2 节，我们推广第4章中的某些基本结果使我们 
能够处理由相关的布朗运动建立起来的随机微分方程.对由多个资产组成的市 
场，在“参照资产”或“计价单位”的选择中，我们有更多的自由.因此再用 
“双重货币工具”产品定价说明“多因子”理论的应用之前，我们再回到这个 
话题. 


对几何布朗运动模型，我们仍没有令人满意的论证.的确，有大量的 
证据表明不能获得股票价格演化的所有特性，第一个证据就是股票价格在 
无法预料的时间突然发生“跳跃”.在 7.3 节，我们引入带跳的泊松过程 
到 Black - Scholes 模型并研究期权定价的含义.在信用风险分析中，这种方法 
是普遍的.在 1.5 节中我们看到，如果模型是不受套利和完全性的影响，那么 
在随机源的数量和独立股票数之间必定存在一种平衡.我们在这里重述这一 


点.在 7.4 节，我们看到更多的证据表明 Black - Scholes 模型并不反映市场的 


真实行为.在将来去责备到目前为止已经成为我们一切工作中心的模型看上去 
于事无补，因此我们需要弄清如果使用不适当的模型，后果会有多么严重、我 
们也非常简短地讨论具有随机波动率和更好地反映真实的市场行为潜力的模 


型. 

本章对在金融分析的后继课程中可能要提到的某些主题不打算过多地指 
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出.更多的细节可以在参考书目建议的进一步读物中找到. 

7.1 一般股票模型 


在经典的 Black-Scholes 框架中，假设无风险利率是常数和股票的回报遵 
循漂移为常数的布朗运动，本节我们考虑更一般的能应用 Bladc-Sdioles 分析 
方法的模型，虽然在实际上，即使对于标准期权现在也必须用数值方法计算价 
格.我们保留的关键假设是在市场上存在惟一的随机源，即驱动股票价格的布 
朗运动（参见7. 3 节). 

模型 记 {^ th ^ o 为生成布朗运动的 cr - 域流，在基本 Black-Scholes 模型中 

用可料过程 { n } t ^ { M 山列和 Wt } t > o 代替无风险利率 r ， 漂移 fx 
和波动率1特别地，在 t 时刻前，7^，和^依赖 T 市场的整个历史，市 
场模型 如下： 


一 般股票 模型： 市场由一个无风险现金债券和一个具有价格过程为 
{ S t } t ^ o 的单风险资产组成，且满足 

= v f ； = 1， 

dS t = fitStdta t S t dW t , 

这里 { w t } t ^ o 是一个生成 a - 域流的 ip - 布朗运动， 

且 {/^} o ◦和是可料过程- 


显然，这两个方程解的形式应为 

B t = exp 



(7.1) 


國 


St = Sq exp 


(I (〜 -H 



t 


d5+ / <7 s dW s 


(7.2) 


o 


但要使这些表达式有意义，我们需要某些边界条件.所以，为了确保等式 (7.1) 
和 (7,2) 中积分的存在，假设 f \ r t \dU / 0 r I 糾 |df 和 / q T a 2 t dt 都是以 P - 概率 1 
有限. 

值得注意的是，为了检验这样的模型符合市场，我们必须从无限维空间中 
选取参数 { n } w ，{ M 咖和除非限制这些过程的可能形式，否则 
这就提出实现上的一大障碍.在 7.4 节，我们检查模型对定价和对冲策略错 

误说明的效果.然而，现在我们暂时抛开这些烦恼，对一般类型的市场模型重 
温 Black-Scholes 模型的分析方法， 
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我们必须模仿在经典框架内所遵循的复制三步骤.首先，在贴现股票价 鞅测度 

格 { S t } t ^ o 是鞅的情形下，找到一个等价鞅测度 Q . 

如上所述，利用 Girsanov 定理找到一个测度 Q ， 在该测度下，由 

W t = W t -^ f\ds 

Jo 

定义的过程 { W t } t ^ o 是一个标准的布朗运动.定义为忌= St / B t 的贴现股票 
价格 { St } t ^ o 满足随机微分方程 

dS t = {ix t - r t )S t dt + a t StdWt 

=(fit -r t - a t jt)S t dt + a t StdW t , 


因此，选取 7 t = ㈧ _ n 、 卜 f 为了确保 { S t } t ^ o 是一个 Q - 鞅，我们给出两 
个边界条件.首先，为了应用 Girsanov 定理，令 


E p 


exp 


(/> 


< 


其次，{矣}^0必须为一个 Q - 鞅（不仅仅是局部鞅)，所以，我们假设第 
个 Novikov 条件： 


E q 


exp 


(I 


< 


在这些附加边界条件下，如果测度 ( Q 满足 


dQ 

dF 




exp 


(-r 




[»， 


那么 { St } t > o 是一个鞅，于是在复制策略中完成了第一步.第 

成 鞅 { M t } w ， 这里 

M t = E q \ b ~ 1 C t 


步是形 


复制的 

第二个 

步骤 

圆 


第三步是证明市场是完全的，即任何权益都能被复制.首先，根据鞅表示 复制权 
定理，令 益 


M t = M 0 



t 


O u dW u , 


假如 at 不为零，则有 


恥= M 0 + (紙 



t 


这里{也}⑶是 - 可料的 • 

在前面讨论的基础上，我们猜想复制投资组合应该由 i 时刻扣份额的股 
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票和也= M t _ ( j> t St 份额的现金债券组成.在习题1中，证明这样的投资组 
合是自融资的.在 < 时刻它的价值是 

V t = <!>tSt + ^ t B t = B t M t . 

特别地，在: r 时刻， v T = b t m t = C T ， 因此，我们获得一个自融资的 
复制投资组合.通常的套利论证告诉我们在 t 时刻权益的公平价值是％，即 
在 e 时刻期权的套利价格是 

V t = B t E Q Ib ^ Ct j ^ t ] = E Q [ e -/ t T r - du C T T t . 

_ J L ■ 


推广的 一 般地，这样的期望必须用数值方法计算.如果 rv 糾和力仅仅依 

Black- 赖于（<，乂)，那么一种方法就是用推广的 Black-Scholes 偏微分方程的解来表 
Scholes 示价格.这一点可以通过 Feynman^ Kac 随机表示定理达到.特别地，利用 
方程 例4.8.6, ％ = F ( t , S t ), 这里 F ( t ， x ) 为 

q jp 1 F dF 

+ 2° 2 ^ x ^ x2 ^2 + r - r ( t , x ) F ( t , x ) =0. 

满足对应于权益 C 7 T 的终值条件的解，至少要求 



对标准期权，在 r ，/ x 和 a 分别为（的函数的特殊情况下，可以明确地求出偏 
微分方程的显 式解. 正如在习题3中那样，求解过程同解一般 Black-Scholes 
方程的过程完全一样.通过下面简单规则从经典的 Black - Scholes 定价公式就 
能求出期权的价 格：在 t 时刻，对期权的价值分别用 


_ 代替 r 和 a 2 . 



r (5 )ds 和 




7.2 多股票模型 


到目前为止，我们总是假设市场由无风险现金债券和单“风险”资产组 
成. 然而，对期权的整个投资组合或更复杂的股权产品建立模型的需求引导我 

们寻找能同时描述几种证券的模型.这样的模型必须表达不同证券价格之间的 
相互依赖. 
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假设我们将模型推广到 n 个风险资产， 而 依旧是单个无风险现金债券，进 相关证 
一 步假设通过完全由其他资产组成的投资组合来精确地复制其中的某个资产是 券价格 
不可能的.在经典 Black - Scholes 模型的最自然的推广中，单独考虑的每个风 
险资产价格遵循几何布朗运动相关性，通过取相应的布朗运动是相关的来获得 
不同资产价格的相关性.等价地，也可取 n 个独立的布朗运动，通过它们的线 
性组合获得资产价格（见习题 2). 于是我们有下列市场模型. 


多资产 横型： 市场由一现金债券 { S t } o ^ T 和价格为{匁，对,… 

的 n 个不同的证券组成，它满足随机微分方程组 

dBt = rBtdt^ 

dSi = Si ^ (7 ij ( t)dWl + fli ⑷ df ) ， i = 1 ，2,…， n ， (7.3) 

这里 = 1, • •. ， n 是互相独立的布朗运动.假设矩阵 
cr = ( aij ) 是可逆的. 


注释 

1. 这个模型由于存在 n 个随机源而称为 n - 因子模型.如果存在比股票更 
少的随机源，那么，正像通过由其他的资产组成的投资组合能复制其中某个股 
票一样，在模型中存在多余的股票 • 另一方面，如果在市场上，我们能对冲任 
何权益，那么，粗略地说，像随机源一样，我们需要许多“独立的”股票.这 
一 点反映在命题 1.6.5 中. 

2. 注意在该模型中每个股票的波动率实际上是一个向量.因为布朗运 
动 { W 3 t } t ^ j = 1，…， n 是独立的，过程 { Si } t>0 总的波动率是 




□ 

尤彡0 


國 


当然，我们不去检验该模型的真实意义.即我们需要知道随机微分方程 
组 （7.3) 的解_为了证实这一点以及分析这样的多因子市场模型，我们需要将 
第4章中的关键结果推广到多维情形. 多因子 

最基本的工具是伊藤公式的 n - 因子情形. 如 同在单因子伊藤公式中同样 伊藤公 
的方法，找出由布朗运动函数构成的模型的表达式（用随机微分方程形式)，这 式 

里我们将从老的模型中建立新的多因子模型.我们的基本组件将是形式为 


dX: = [ a i ： j {t)dWl 7 i = 1 ， …， n ， (7.4) 

j=i 

的随机微分方程组的解：这里 { Wl} t ^j = l ，...， n , 是独立的布朗运 
动.记 { A } ⑶为由 { Wi } t ^ o,j = 1,，.， ， n , 生成的 < r - 代数.假如 
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和 Wij ( t )} t ^ o , 1 《 i < n ， 1 < j 《 n ， 是 {: F t } t^Q -可料过程，且 

E J ( 〜 (s )) 2 + |/^(s)|)ds < oo, t > 0 , i = l,-- ,n, 

j = l 

那么，我们在第 4 章的结果将给出方程组 （7,4)( 的积分形式）的严格定义. 

用 { X t } t>o 表示过程 W ， X t 2 ,-.- 向量和定义一个新的随机过 

程厶= f ( t , X t ). 这里，假设 f { t , X ) : M + x E n ^ R 是充分光滑的，使我 
们能应用泰勒定理，如同在 4.3 节中那样，求出关于 { Z t } t>0 的随机微分方 
程.记 x = ($1，…，： c n )， 可得 

dZ t = ^(t,X t )dt-h^ ； ^-(t,X t )dXi + ^ ^£-(t,X t )dXidX/ + --. 

i —1 爹 ， J 

(7,5) 

因为布朗运动 { W ?}^ 0 是独立的，所以我们有乘法表 


(7.6) 


并由此得到 dX } dX J t = ^ ik < r jk dt 同样的乘法表告诉我们 dXtdX ^ dXf 是 

fc=i 

o(dt). 因此代入到方程 （7.5) 中，我们已经获得了下面结论的启发式论证. 

定理 7.2.1( 多因子伊藤公式） 设 { X t } t>0 = {XI Xf r , X ^} t>0 满足 

n 

dXl = fM(t)dt + Yl ? i = 1 ， 2,… ， n ， 

这里 { H ^} t > 0 ， i = 1，…， n ， 是独立的 P - 布朗运动.进一步假设在 R + xR n 上 

的实值函数 f { t , x ) 关于 t 是连续可微的和关于变量 a : 是二次连续可微的.定 
义 Z t = f [ t ， X t ), 则有 

t=l J 

这里 C ij (^) = ^ik(t)cFjk(t). 

k—1 

注释 注意如果我们用 a 表示矩阵 （ a ^)， 那么= 07^)0，这里 V 表 
示的转置. 

现在我们可以验证方程组 (7.3) 的解存在. □ 
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例7. 2 . 2 (多资产模型） 设1，…， n ， 是独立的布朗运动.定 
义{没， 5 ?，...，印}別为 

5j = 5jexp ( jf ( 内⑷ - • E A ( s )) ds + jf 自〜 W_ ) ; 

那么{埒，埒，…， Srh ^ o 是方程组 (7.3) 的解. 

证对 i = 1，2,…， n ， 定义过程 { Xl } t ^ Q 满足 

~ \ ^2 ⑷) d * + 叫 (加 ㈣ • 

^ ^ 7=1 


可看到匁 = f % X t )， 其中 a ; = { xu -^ Xn ^ fit . x ) 4 瑞 e ' 利用定 
理 7.2.1， 则有 


dSt 




S ^ 0 exp ( Xt ) dXi ^ - S^expiXDCumt 


(f^i (t) - + S ai 3 + -史 叹⑷叫(⑽ } 

_9 -— 1 fc^-l 


S \ s / Xi ( t)di H - 


7 — 1 ^ 


证毕. 口 

注释就像在单因子模型中那样，虽然可以写出任何复杂的随机微分 
方程组，但也往往难以保证解的存在性和惟一性，如果系数是有界的且一致 
利普希茨连续的，那么解的惟一性存在，但这样的结果超出了我们这里讨论 
的范围.如果读者想要进 一 步了解，可以再次参见 Chung & Williams (1990) 
或 Ikeda & Watanabe (1989) - □ 

利用乘法表 (7.6), 可以写出分部积分公式的 n - 因子形式. 

引理 7.2.3 如果 

71 

dX t = / x ( t ? X t )dt + Y , 

t=l 

和 

n 

dY t = X t )dt + Y t ) dWl ， 


n 

d ( X u Y t )= X t dY t + Y t dX t + ^ X t ) Pi (^ Yt ) dt . 


11651 


分部积 

分 


那么 
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测度变 在多股票模型中，定价和对冲遵循常见的模式.首先，要找到一个等价概 


换 


率测度，在这个测度下，所有贴现的股票价格憤 ^ o，i = l ， …， n 是軟， 
里矣 = e - h 匀.接着，利用多因子的鞅表示定理来构造一个复制投资组合. 


当然，鞅测度的建立是要通过多因子 Girsanov 定理. 


这 


定理 7.2.4 (多因子 Girsanov 定理）设在生成 tr - 域流的测度 ] P 
下，= 1， • ，打，是独立的布朗运动.令= 1，…，《， 
为可料过程，使得 


E p 




< 


(7.7) 


定义 


L 


t = exp 


i-iM 


T 


0i(s)dw^ ^ £eUs)ds)\ 


ra 设满足 


dP ⑹ 
dP 


的 P ( L ) 为概率测度.那么，在 P ( L ) 下，满足 


X 卜 久⑷心 

Jo 

的过程 {Xi} t ^o,i = 1 ， 2 ， . ，， ， n, 都是鞅 . 

证 明梗概 证明方法仿照单因子情形.为了方便，记 A = niUi 4, 这里 

Lj = exp (-乂 6>i(s)dV^ ~\J q ^i(s)ds\ 

由 (7.7) 式和布朗运动 = 1，2,…， n , 的独立性可知， {L t }t >0 定义 

. . 

为了验证 { Xi } t>0 是一个（局部)炉-鞅，寻求 { XiL t } t ^o 满足的随机微 
分方程.因为 

dL\ = -e^LldWl 


反复利用乘积法则，则有 


71 

dL t = -L t J2ei(t)dW t \ 


而且， 


dX\ = dW l t ^ 6i(t)dt, 


再次应用乘积法则，得到 
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d(XlLt) = X z t dL t + L t dWi + L t 9i(t)dt - L t _dt 

n 

= -XILt Y, Oi {t)dWi + LtdWl 

结合边界条件 （7.7)， 便证明了 { XiL t } t ^ 0 是一个 P - 鞅，从而 { Xi } t ^ 0 是一 
个 •鞅. 由于与 p 等价，因此 { X 〗} t > 0 以 1 P ( L ) -概率1有平方变 
差= t 再次应用布朗运动的莱维特征，证明{^}^ 0 是一个 P (L) -布 
朗运动_ 证毕. □ 

作为约定，在贴现股票价格过程= 1，... ， n ， 都是鞅的情形下， 
利用这个定理找到一个与 P 等价的测度 Q . 测度 Q 为定理 7.2.4 中的测度 P ( L ) 
之一 1 - 现在需要确定恰当的漂移 

贴现的股票价格 { Si } t >0 定义为旬=且满足随机微分方程 

參 

n 

dSt = S}(^(t) ^ r)dt + SlY^^At)dW t j 

— -r ~y^ Oj ⑷〜 W ) 出 + 旬 y^^cFjj {t)dX^, 

、 j=l ’ 

类似于定理 7.2.4， 这里 


dX J t =9 J (t)dt + dW t j . 

如果能使所有漂移项为零，那么贴现的股票价格过程在测度 Q = P (^) 
F ， （同时）是（局部）鞅.即如果能找到他(0 }_， j = l ， …， n ， 使得 


n 


Mt)-r = o ， v i = 1 ， 


在记号中略去£，并令 

〆= (Ml ， •… ， Mn )， 0 = ( 9 lr - .On), 




(1， …， 1) 和 cr = ( aij ), 


则上式成为 


/x — rl 


(7,8) 


若矩阵 a 是可逆的，即保持建立多资产模型时的假设，则解必定存在. 

为了保证贴现的股票价格过程是鞅，而不是局部鞅，我们再次加上 Novikov 
条件： 


E q 


exp 



t 1 ri 


4 ⑷ d 亡 


< OO , 对每个 


鞅测度 

_ 
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复制权 根据这个条件，我们能准确地猜测到在 i < r 时刻，权益的价值 e 

益 Tt 在测度 Q 下是它的贴现期望值.为了证明这一点，证明存在自融资复制投 
资组合，而我们从鞅表示定理的多因子形式推导出这个结果. 

定理7.2.5(多因子鞅表示定理）设 

= 1 ， ... ， n, 

为生成 (J- 域流{^}^0的独立 P ■布朗运动•令 { M / ，…满足 


n 


dM i = 53 叫 ， 


这里 


E 


ex p ( 2 J ⑷ 2 出 
\ 0 ? = 1 J 


进一步假设波动率矩阵 （tTij(O) 是（以概率 1) 非奇异的.如果 { N t } t ^ o 是任意 
一维 （P， {巧}咖）-鞅，那么存在一个 n - 维 {^} q 0 - 可料过程 

{Mt^o = {祝 ，… 


Iffl 使得 


N t = N 0 ^ 




4 


这里该结果的证明超出了我们的范围，可参见 Prott er (1990). 注意矩阵 cr 
的非奇异性反映在定理 4.6-2 的证明后面关于非零平方变差的注释中. 


现在我们能证明猜测的正 确性： 在多因子情形下，权益价值在鞅测度 (Q 
下是它的贴现期望值. 


令 Ct e J ^ T 为 T 时刻的权益且令 Q 为前面获得的鞅测度.记 

M t = E Q \ B^CT . 

■ 

因为根据假设条件，矩阵 a = 是可逆的，由 n - 因子鞅表示定理可知, 

存在一个 {^>^0- 可料过程{此…使得 


rt ft 

M t = Mo / g 他 

j=l J ° 

我们的对冲策略是对每个 i = 1,...， n , 在 t 时刻持有召份额的第 i 种股票 

和咖份额的债券，这里 


n 

= M t — ^2 Wd 每， 
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于是，投资组合的价值是 K = 它在: T 时刻就是权益的价值.并且， 

在 

n 

dV t = J 2^ dS t j + ^ t dB t 

j=i 

情形下，投资组合是自融资的.因此，在无套利情形下， t 时刻的衍生产品的 
价值为 

V t = B t E Q \b~ x Ct ^t) = e- r(r E q 
这正是预期的结果. 

注释 已经建立的多因子市场是完全的和无套利的.通过假设市场上噪声 
源数与正用于建立模型的可交易风险资产数相匹配，我们已经简化了说明，更 
—般地，我们能建立关于与 d 个噪声源相匹配的 A : 个风险资产的模型.鞅测度 
的存在性与 （7.8) 解的存在性是一致的.正是因为鞅测度的惟一性，给出了鞅 
表示定理，因此能复制任何 权益. 对一个完全的无套利市场，需要 d < fc 和 a 
是满秩矩阵.即独立随机源数应与市场上交易的“独立”风险资产数相匹配. S 69) 

□ 

在习题7中，利用△-对冲论证获得的这个价格就是多维 Black-Scholes 多维 
方程 的解. 直接由期望价格和多维 Feynman - Kac 随机表示定理可得到这个偏 Black . 
微分方程.这里把这个有用结果的相应形式表述如下. 0 , 1 

Ibcholes 

定理 7 . 2 . 6 (多维 Feynman-Kac 随机表示定理）设 a ( t , x ) - (c^(i，o :)) 是方程 
一个实对称 nx n 矩阵，$ : ^ R 和叫： R+ x > R，i = 1，…， n， 是实 

值函数且 r 为 常数. 假定对 ( t , x ) GR+ x R n , 函数 F { t , x ) 是边值问题 

( dF OF 1 d 2 F 

+ — dx dx - rF(t,x) = 0^ 

i=l 0=1 1 ] 

F ( T » = $ Or )， 


的解，这里 Cij{t,x) — ^ cr ik (t ， x)CTjk[t ， x). 

1 

进一步假设，对每个 i = 1, … ， n ， 过程 {^}^o 是随机微分方程 


■ V 

= fii(t,X t )dt -h^2aij(t,X t )dWi 

j —1 

的解，这里 = {X/ ， ... ， Xf} • 最后，假设 



E 


E U 

7 = 1 \ 


of 

( Sj X s ) — (s,X s ) 


ds < 


1 


那么 


F(t,x) = e^ T -^E[^(X T )\X t = x]. 
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圆 

计价单 

位 


推论 7.2.7 设氏 = {埒， …， 5?} 如上所述， <^ =屯(多 r ) 为 r 时刻的 
权益，那么在 t < r 时刻，权益的价格 

Vt = e - r ( T - <) E Q [$(5 T )|^] = e - r ( r - <) E Q [$(5 T )|5 t = x ]= F ( t , x ) 

满足 


Qp 1 ^ d^F u 、 qjp 

x ) + - > : Cij (t ? x)xiXj ^ ^ x ) r E - rF ( t , x ) = 0 5 


dt 




dxidxj 


dxi 


F ( T , x ) = ^( x ). 

证过程 { S t } t>0 满足 


* V 

dSl = r 劣 dt + E%(t, S t )S{dXi 


这里 { X f » l ， 
立. 


，是 Q - 布朗运动，因此利用定理 7.2.6 可知结果成 

□ 


在市场中，资产越多，选择“计价单位”或“参照资产”越自由.通常选 
择现金债券，但事实上，也可能选择任何可交易的有用资产.在外汇市场，可 
用两种货币中的任何一种作为无风险债券参照，并且总可以获得相同的权益价 
值.这里考虑同一个市场中的两个计价单位，但存在非零的波动率. 

假设市场由 n + 2 个可交易资产组成，其价格用{與，所，匁，…， 

表示.比较由两个交易者获得的衍生产品的价格，其中之一是选取为 
计价单位，另一个选取为计价单位.总假设价格的演化遵循多维几何 
布朗运动模型，但两个过程都不必存在有限变差. 

如果选取{^}^ 0 作为计价单位，那么在由{^}^ 0 贴现的资产价格情 
形下首先找到一个等价测度 Q 1 ， 即 

B 2 t Si 

Bysr ’ 埒， 

z z z J t^o 

都是 Q 1 - 鞅.那么可得 T 时刻收益为 CV 的衍生产品的价值为 


=尽 1 e q1 


Ot 



: Ft 

■ 


(见习题 7). 

如果选取作为计价单位，那么衍生产品的价格为 


V t 2 = B ^ E Q： 


Ct 


Bl 

: Ft 

■ 


这里在 


7.2 多股票模型 


165 


B } SI 

所’埒 



都是鞅的情形下，殳 2 是一个等价概率测度.并没有证明这样的测度 Q 2 是惟一 
的，但如果能复制权益，则对具有这个性质的任何测度 ( Q 2 , 可得到同样的价 
格 * 

假设选取 Q 2 使得它关于 Q 1 的 Radon - Nikodym 导数为 



注意到由于对选取{^}^ 0 为计价单位的投资者， Q 1 是鞅测度，由此可 
知{斫/尽 i }。。 是一个 Q 1 -鞅，回顾如果 


dF Tt 一… 


Vi >0, 


那么，对 

E Q [X t \^ s ]=E F \^X t rs . 

首先利用这个结论，对每个 i = 1，… ， n ， 验证 { Sl / B ^} t > Q 是一个 Q 2 - 鞅, 


E q2 ^ Ts = E q1 jr 

B? B} Bl Bl ^ 3 

j Lp m 

= E q1 T a 

B 2 S B } 3 
■ ■ 

bi si st 

" p ■■ 

Bl B\ BV 

这里因为和 埤是忍 -可测的并且 { S \ IBX ) t ^ 是一个 Q 1 - 缺，所以 
上式最后一行 成立. 换句话说， { Sl / B ^} t ^ 0 f 如所要求的那样，是一个 Q 2 - 
轨同样可知是一个 Q 2 - 鞅- 

如果选取 { B ^ 0 为计价单位，那么衍生产品的价格为 




166 


第 7 章更复杂的模型 


换句话说，计价单位的选择是不重要的，即我们总可以获得相同的价格. 

双重货 现在我们在 一 个例子中应用多因子技巧，对双重货币远期合约 （quanto 

币工具 forward contract) 进行定价， 

定义 7.2.8 —个金融资产称为双重货币工具，如果它是以另一种货币作 
为清算的衍生证券， 

双重货币远期合约也称为担保汇率远期合约 （guaranteed exchange rate 
forward ). 通过一个例子最容易解释双重货币远期合约. 

例 7 . 2 . 9 BP 是一家英国公司，它有以英镑进行清算的股票价格 {5 山冰 
对美元投资者来说，关于到期日为 T 的 BP 股票，双重货币远期合约就是按 
照某个事先规定的汇率，将收益（办 - X ) 转换为美元.即对某个事先约定 
的 E ， 收益为 E ( S t - K ) 美元，这里 S T 为 T 时刻时的英镑资产价格. 

正像在 5.3 节中的外汇市场那样，假设在美元和英镑市场都存在无风险现 
ra 金债券，但现在我们的模型中有两个随机过程，一个是股票价格{爲}^)，另 

—个是汇率 • 1 英镑的美元价值记为{屄}^ 0 ，因此，存在一个两因子 /(tWOH 
factor) 模型 • 


Black-Scholes 双重货币工具模 型：记 {风} 咖和 {A}^o 分别为美元和英 

镑现金债券，记岛为 t 时刻 
格，则模型为 

1 英镑的美元价值和氏为 t 时刻的英镑资产价 

美元债券 

B t ~ e rt , 

英镑债券 

D ± = e ut ^ 

英镑资产价格 

S t = So exp(^ + aiW }), 

汇率 

E t = Eq exp (A^ + + ^/l - p 2 a 2 W ^), 

这里和是独立的 P- 布朗运动， r ， W ， A ， CTi ， CT2 和 p 

均为常数. 



在该 模型中，{氏}咖和 { E t } t >0 的波动率分别为 a 和 a 2 , { W ^ pW } + 
V 1 - P 2 ^ th ^ o 是一对相关系数为 p 的相关布朗运动.对独立的布朗运 
动{屯 1 ，诉？}00，氏和段的表达式为 

S t = Soexp(ut + anWt +^ 12 取 2 )， 

E t = Eo exp(Ai + <J2iWl + 

而不存在其他的一般表达式. 

双重货 使双重货币远期合约在零时刻的价值为 零的尺 的价值是多少？ 

币远期 正如在外汇市场的讨论中那样，第一步是根据美元可交易资产重述所 

合约定 讨论的问题.现在有三个美元可交易 资产： 英镑债券的美元价值尽 a ; 
价 


7,2 多股票模型 


167 


股票的美元价值 E t S t 和美元现金债券莰.选取美元现金债券作为计价单 
位.我们首先求出其他两个美元可交易资产的贴现价格满足的随机微分方 
程.记 y t = Sr 1 五 tA 和 A = BpEtSt , 因为 




入+ 


al \ E t dtpa 2 E t mly /\- p 2 < r 2 E t dW ^ 


利用多因子分部积分公式，得 


= uEtDtdt+ ^Ah~ 2 ^2 J EfDt^it']-p<72EtDt^^t + v^l — 


和 


dY t 


A 4 - — w — r *) Itd ^ + Yf , + \/l — . 


类似地，因为 


<^St = f /^ + — cr ^ J Stdt + 


d { E t S t ) 


y + ~ af \ EtStdt-h aiEtStdWt 1 

^ + -^ o ^\ StEt<it + fKi 2 StEtdWl 
\/ l ~ P 2(7 2 StEfdWf + pa ^ StEtdt , 


所以有 


II 73 I 


dZf = + ~o"i + A + 2^2 P^i ^2 ~ f'j Ztdt 

+ (d + pa 2 )Z t ml + y/l -f^( 7 2 Z t dW^ 

现在我们寻求测度变换使这两个过程为鞅过程.由定理 7.2.4 的证明后面的算 
式，化简上式可知， e u e 2 满足 


A + -<t| -f w — r — 0 \ pa2 — ^2 a /1 — p 2 (^2 = 0 


和 


7i a i + A + —<j\ 十 ^7i(T2 — r — 9i(ai + p^) — 沒 2 \/^ ~ ^ 2cr 2 


解这两个联立方程，得 




P + P ^1^2 ~ 
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和 


0 2 


入 + 2^2 


— p (^2^1 


y/l - p 2 (T 2 


在鞅测度 Q 下，由々= W ^ 1 + 和； 定义的 { X}} t ^o 
和 { X ^} w 是独立的布朗运动.于是，我们得到 


St = So exp 


((it 一 


p(T\a2 — —CTi J ^ V 


特别地， 


St = exp(—p«Ji<72T)5oe ur exp (<7iX^ — \ a ^ j ' 


最后，我们就可以在双重货币合约中定价远期合约.因为如是一个 <Q 
布朗运动， 


e q 


exp [ - - a\T 


因此， 


F 0 = e ~ rT EE Q [( S T - K )] 


rT E (^ exp (— paia 2 T ) Soe uT — jFC )- 


记 F = 5 0 e" T 为英镑市场中的远期价格 且令％ = 0,那么易知应取 


K = F exp(—/> cti <J2T). 


注释汇率为 


E t — Eq exp r — u 



— 备 + P^2Xl + yj\— p 2 (T2x{\. 


不难看到 pX/ + y/l - p 2 Xf 是一个方差为 1 的 Q - 布朗运动.因此 {E t } t ^o 
的这个表达式就是在 5.3 节中获得的表达式.同时，注意贴现股 f 价格 
过程 e~ rt S t 不是一个鞅；存在 一 额外项，反映了英镑价格不是一种元可 
交易资产的事实. □ 


7.3 带跳的资产定价模型 


Bla^k-Scholes 框架有很强的灵活性.关键的假设条件是交易过程是连续的 
且资产价格的动态特性是连续的.的确，假设满足第二个条件，那么在离散交 
易的情况下，当交易时间区间趋于-时， Black-Scholes 价格恰好是套利价格 
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的渐近逼近.但资产价格是连续的吗？ 

到目前为止，我们总假设任何签定的合约将到期履约，特别地，如果政府 
或公司发行一种债券，我们无须考虑合约到期违约的可能性.但违约确实会发 
生.在近年，亚洲、拉丁美洲和俄罗斯爆发的信贷危机戏剧性地说明了这一 
点.如果 A 公司持有相当多数量的 B 公司的债务证券，那么 B 公司违约将会 
造成 A 公司股票价格突然下跌的间接影响.怎样将这些市场“震荡”反映在 
模型中呢？ 

根据它们的特性，违约是不可预测的.如果假设完全没有帮助我们预测违 
约时间或其他市场震荡的信息，那么应该根据泊松随机变量来建立模型，即震 
荡间隔时间服从指数分布，而到 t 时刻为止的震荡次数是一个参数为 M 
的泊松随机变量， A 是某个大于0 的数. 假设震荡之间的资产价格遵循熟知的 
几何布朗运动模型. 

一个典型的带跳风险资产价格演化的模型是 

dS 

= fidt + adW t — 5 dN u (7,9) 


这里{呎}^)和{爪}^>是独 立的. 为了理解方程 （7.9) 的意义，写出它的积 
分形式，但这样必须定义关于 { N t } t ^ 0 的随机积分•记％为泊松过程第《次 
跳的时间，定义 

ft Nt 

I f S u )dN u = > 二 /(t(z)—, 5 r “)—). 


对模型（7_9)，若存在一个震荡，那么资产价格将以 （1-5) 因子减少.这个事 
实告诉我们方程 （7.9) 的解是 


S t = S Q exp 




* 


为了研究更一般的模型，必须将随机分析理论推广到带跳的混合过程.通常第 
一步是求出（推广的）伊藤公式. 


假设条件 :假设 资产价格过程是右连左极，即是具有左极限的右连续. 


定理 H 1 ( 带跳的伊藤公式）假设 

dY t = fitdt + a t dW t + 

这里，在 P 下 { W t } t ^ o 是一个标准布朗运动和 { Nt } t > o 是一个强度为 A 


带跳的 
泊松过 
程 


m 
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圆 


补偿 


泊松指 

数鞅 


的泊松过程.如果/是 R 上一个二次连续可微函数，那么 


/ ⑹= f ( Y 0 ) 



t 


o 


t 


f(v 3 _)dr 8 + ^j o m 一： K 2 d S 


N t N t 

-Y^f(Tn-)(Y ri -r Ti _)+^ (f(Y ri ) - 肌 -))， 


(7,10) 


l 


这里 { n } 是泊松过程的跳的时间 • 


这里不证明这个定理，但直观推断不难看到它是正确的结果，如果 
过程是连续的，前面的三项正是所需要的结论.但现在由于不 
连续，必须把与 K 区别开来.在 { N t } t >0 的跳之间，确实应该应 
用该等式，但对跳时的这种变化必须给予补偿.在前三项里包括了形式 

为 f ： f f ( T Ti _)( Y Ti - Y Ti —) 的项，而方程 （7.10) 的第一个和式对此进行了修 

i=l 

正-由于爪是有限的，不必修正包含/〃 的项. 在实际中，考虑到跳的次数 
我们增加了第二个和式. 

通常鞅起到一个关键的作用.显然，在 P 下强度为 A 的泊松过程 { N t } t>0 
不足…个 P - 鞅，即它是单调递增的.但我们可以把它写成一个鞅加上一个漂 
移，>」题13表明由私=爪_ Ai 定义的过程是一个 P ■鞅. 

更一般地，考虑时间非齐次泊松过程.对这样的过程强度 { X t } t ^ o 是时 
间的一个 函数. 在时间区间 [ t , t ^6 t ) 跳的概率是 X t St + o ( dt ). 因此，在区 
间 [ s ， f ] 不存在跳的概率为 exp (- f : Audu ), 对应的泊松秩 (Poisson martingale ) 

是恥 = M - /〗 Xsds . 由 A * = 义 Xsds 定义的过程 { A 山冲是 { N t } t>0 的补 
偿者 ( compensator ). 

习题14中证明了正是关于布朗鞅的积分产生了（局部）鞅，因此，关于泊 
松鞅的积分产生鞅. 

例7. 3 . 2 设是在 P 下强度为 { A t }^ 0 的泊松过程，且对每 

个 f > 0 ， Asds < oo . 对给定的有界确定函数 4^ 


Lt = exp 



3 


dM s 



t 


(1 + — e^)X s ds), 


(7.11) 


o 


这里 dM s = dN s — •求满足的随机微分方程并证明是 
一个 P - 軼， " 

解首先，记 


Z t =f a s dM s + f (1 + a 5 - e ots ) X 3 ds 
Jo Jo 

使得 L t = e z *. 于是 

ilZt — ottdNt — ott A^dt + (1 + otf — e at ) A^dt. 


由推广的伊藤公式，得 
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dL t = Lt-dZt + ( - e^-a t + e Zt - +at - e z ^dN u 

这里已经用到如果 t 时刻在 { Z t } t> 0 中跳发生，那么跳的大小是这个事 
实.代入并重新整理得 

dL t = L t ~ a t dM t + L t ~ (1 + at — e at ) A t df — L t - (1 + at — e at )dNt 
= L t -( e at - l ) dM t . 

根 据习题 14， {L t }t^o 是一个 IP - 鞅. 


定义 7.3.3 由 （7.11) 定义的 {L t }t >0 形式的过程称为泊松指数故 

泊松指数鞅和布朗指数鞅都是 Doleans-Dade 指数鞅的例子. W\ 

定义7.3*4对 Xo = 0的半秩 {X t }t^o ^ 它的 Doleans-Dade 指数秩是满 
足 

Zt = l+ ( Z s -dX s . 

Jo 

的惟 一 半秩 {Z t }t^o- 

用同样的方法，正像用布朗指数鞅来变换测度和因此在连续模型中“转换测度变 
漂移”那样，我们在不连续资产定价模型中把布朗指数鞅和泊松指数鞅结合起 换 

来. 泊松鞅漂移的改变与泊松过程中强度的改变是一致的，更确切地 
说，我们有下面形式的 Girsanov 定理. 

定理 7.3.5 (带跳资产价格的 Girsanov 定理）设 {W t } t ^o 是一个标准 P - 

布朗运动， {N t }t^o 是在 P 下强度为 { Aj & o 的（可能是时间非齐次）泊松过 
程.即 

Mt = Nt ~ J A u dw 

是一个鞅.记乃为由7生成的■域.假设 {&} t 列和 {< Mt >0 
是 {^th^ 可料过程，且对每个 t 么为正，使得 




冷 5 入 s ds oo * 


那么在测度 Q 下，它关于 P 的 Radon-Nikodym 导数为 


dQ 



这里 Lo = 1且 


= MW t - (1 - 4>t)dM t , 

Lt 一 
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定义为 X t = W t - / 0 ' 9 s ds 的过程 { X t } t>0 是一个布朗运动且 { N t } t>0 的强度 

在习题16中将证明 { L t } t>0 实际上是布朗指数鞅和泊松指数鞅的乘积. 
定理 7.3.5 的证明超出了本书的范围，但有一个练习利用伊藤公式验证过 
程和{爪- Jo * AA s d S } w 在 Q 下都是局 部鞅. 

基本思路该结论的非正式证明是基于下面推广的乘 法表： 


X 

dW t 

dN t 

dt 

dW t 

dt 

0 

0 

dN t 

0 

dN t 

0 

dt 

0 

0 

0 


因此，有 


d 



t 


— I A 5 d5 


o 


Nt — I 0 5 A s d5^dLt + Lt(dNt — 
o / 

- Lt{l — <^>t)(dNt ) 2 

Nt — I JdLt + Lt{dMt + Xtdt) 

o / 

— Lttpt Atdt — Lt{l — + A^dt) 

N± — I 0 5 A 5 d5 JdLi + Lt4>tdMt* 
o / 


因为{祕}创和 { Lth^o 是 P - 鞅，在适当的边界条件假设下， { L t ( N t - 
J 0 * AA s ds )} Q 。 必为一个 P - 鞅，故为 Q - 鞅. 口 

直觉上，就是利用推广的 Girsanov 定理，找到一个等价概率测度，在此 
测度下，资产的贴现价格是鞅. 

假设 

J Q 

adWt - SdN t . 


显然资产的贴现价格满足 

dS t 

St 


= ("— r)di + adWt - SdN t . 


但现在看出在定理 7.3.5 中有产生鞅测度的 伙 } oo 和多种选择.困 
难在于市场是不完全的，因此虽然能用任意鞅测度来复制权益和得到同样的结 
论，但存在不能对冲的权益.存在两个独立的风险源，即布朗运动和泊松过 
程.因此如果能对冲任意权益 c T e ： F T ， 那么在相同的两个噪声条件下需要两 
个可交易的风险资产. 
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如果有足够多的资产可用于对冲权益，能否找到一个测度，在该测度下使 风险的 
它们的贴现价值都是鞅？记住在相反的情况下，在市场上存在套利机会， 市场价 

如果资产价格不存在跳，可写为 格 



= "dt + crdW t 
= (r + ja)dt + crdWt , 


这里 7 = ( M - r )/ a 为风险的市场价格.第 5 章已经看到在无套利情况下（因 
此在市场上存在等价鞅测度 )， 7 对由所驱动的所有资产都是相同的. 

如果资产价格存在跳，那么投资者期望补偿与下跳有关的附加风险，即使 
存在“补偿的”跳跃（用 dM t 代替 dN t ) 使得它们的均值为零.这样的资产价 
格满足 


dS t 


= fidt + tjdVKt 十 vdMt 

= (r + 7 ^ + ^? Az/)dt + adW t + ydM t 


这里 p 是资产价格对市场震动的敏感性的测度， 77 表示每单位带跳的风险资产 
的高额回报率，再次看到，如果存在鞅测度，使得在该测度下所有的贴现资产 
价格是鞅，那么对由{恥}^0和 { N t } t >0 所驱动的价格的所有资产， a 和77 
是相 同的. 从而鞅测度 Q 就是定理 7.3.5 中的测度，在此测度下， 

+ f - - ds 和 Mt - f f)Xds 

Jo a Jo 

是鞅，即可取 0 = 7 和 0 = —屮 


[1791 


同样的思想能延伸到由大量独立噪声所驱动的资产•例如，存在带动态特多噪声 
性的 n 个资产 



n m 

= /^idt + ^2 a ictdW^ + ^2 

a 二1 


这里在 P 下， { W^} t ^ 0 ,Oi = 1,...， n ， 是独立布朗运动且= 
1， *.. ，是独立泊 松鞅， 

如果能把风险的惟一市场价格与每一个噪声源联系起来，那么存在等价鞅 
测度，在该测度下，所有的贴现资产价格都是鞅.在这种情形下，记 

n m 

叫 = r + H 7a^za + ^2 

a=l ( 3—1 


如果对每个 a 
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是鞅，对每个/? 

Mf = Mf + rjpX^t 

是鞅，那么在测度 Q 下，所有的贴现资产价格都是鞅. 

通常正是复制推动了理论的发展.注意为了能对冲任意权益 Cre 7： r ， 我 
们需要 n + m 个“独立的”由这些噪声源所驱动的可交易风险资产.在我们的 
处置中如果资产数目太少，那么将存在不能对冲的权益 

如果取系数 A 为适应于由 { W }} t ^ Q,i = 1， •…， n 所产生的 cr - 域流， 
那么所有这些将有一点点变化，参见习题 15. 因为我们没有引入任何其他 

的噪声源，所以对市场的完全性而言，需要相同数量的资产.这些思想形成 
H8CH 了 Jarrow-Madan 理论的基础. 


7.4 模型误差 


甚至在没有跳（或在两次跳之间）的情况下，我们对 Samuelson 模型 

dS t = fJiStdt + aStdWt ， (7,12) 

也只是给出了非常模糊的论证.然而，尽管已经证明在这个模型下由单个参 
数 CT 能确定衍生产品的定价和对冲，但实际上我们并未讨论根据市场数据来 
如何估计该参数.因此市场情况是怎样的呢？ 

隐含波 标准期权一般可在交易所交易，因此如果交易者想知道比如说欧式看涨期 

动率 权的价格，那么她可从交易屏幕上看到.然而，对一个场外衍生产品，在交 
易所不知道其价格，因此需要它的定价模型.通常的做法是建立一个 Black - 
Scholes 模型，然后校准 (calibrate) 使它符合市场，即从市场中估计 (7. 但并 

不常用直接从股、票价格数据中估计 C 7. 对交易所交易的期权，可用关于同一个 
股票的收盘价格来代替.这个方法是简 单的： 对给定的敲定价格和到期日，可 
把欧式期权的 Black - Scholes 定价公式看作是从波动率到期权价格 F 的一 
个映射 • 在习题17中，将证明对于标准期权这个映射是严格单调的，因此可 
反过来从期权价格求出^换句话说，已知期权价格，就可得到 Black-Scholes 
公式中对应的 a 值.这个值就是所谓 的隐含波动率 （implied Volatility ). 

如果市场确实满足 Black-Scholes 方程，那么这种方法给出 cr 的相同值， 
而与交易所交易期权的敲定价格和到期日的选取无关.不幸的是，这与我们观 
察到的真实性远不 相符： 不仅它们对固定到期日依赖于敲定价格，产生著名的 
波动率微笑，而且隐含波动率随着到期日的临近趋向于增加（图 7-1). 对于场 

外期权定价，市场上实际是选择从“可比较的”交易所交易期权中获得的隐含 
波动率作为波动率参数. 
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图 7-1: 对基于 FTSE 股票指数的欧式看涨期权隐含波动率是敲定价格和到期日的 
函数 


这种方法希望能导出交易所交易期权和场外期权的一致价格，且使模型 
误差不是一个严重的问题.困难是出现在对冲中.即使对交易所交易期权来 
说，也需要用模型来确定复制投资组合.参见 Davis (2001). 

假设真实的股票价格过程满足 

dS t = atStdSt + (3 t S t dW t 

其中{叫}00和是适应过程，对某个参数 c 尽管 {S t } t>0 
满足方程 （7.12) ，但仍然定价和对冲在 T 时刻收益为 ^(5 t ) 的期权. 

对在 f < T 时刻期权价值的估计是 V(t,S t ), 其中 V(t,x) 满足 Black - 
Scholes 偏微分方程 


rx 


dV 
dt 

V{T,x) = $( x ). 


{t, x) + 


dV 

dx 


{t, x) + ;a 2 x 2 ^^(t,x) — rV(t,x) = 0, 


份额股票和总价值为知 rt 全 V{t,St)- 


对冲组合由 （ 时刻扣= 

(}>tS t 的现金债券所组成. 

第一个担心的问题是由丁•模型不规范，投资组合不是自融资的.因此按照 
这样的策略费用是多少？因为在 t 时刻购买“对冲”组合的费用是 V{t,St), 
在无穷小时间区间 [t, t + 8t) 上策略增加的费用为 

( 亡， St)(^St+st — St) + ( V (t, St) — -^ 7 ( 亡， (e rSt — 1) 


dx 


dx 


+ 价， St+st) + y (^? St) 


对冲误 

差 


\T8l 


7°/og3%l # / 0 9%7%5% 
2 9-22111 


./ 


对欧式看涨和看跌期权，|#>0(见习题18)，因此如果对所有的 te 10, r ]， 
a 2 > 两， 那么我们的对冲策略获得了利润.这意味着不受价格动态的影响， 
在 Black - Scholes 模型中如果参数 a 控制真正的扩散系数/?,那么我们获得利 
润.这是成功对冲的关键.尽管通过选取足够大的 a 仍可使办有正的期望， 
但如果价格过程存在跳，那么将停止计算. 

tr 的选取仍是一个棘手的事情.如果我们过于小心以致于没有人购买期 
权，过于乐观以致 于暴露 与波动率变化有关的风险，因此我们应该尝试对冲 
该 风险. 这样的对冲被称为少-对冲 （V hedging ) , 一个期权的希腊宇母表示 
它的 Black - Scholes 价格对^变化的敏感性.这个思想与5对冲的思想是相同 
的（第5章中习题 5). 例如，如果我们购买一份场外期权使得酱= t ;， 那 
么我彳也出售数量为 v / v f 的可比较的交易所交易期权，该期权的价值为 W 
且棠 ■ = t /_ 结果对冲组合被称为是 V - 中性 （ fneutral ). 

随机波 由于不能直接观察到波动率，所以很自然地把它作为随机过程来建立模 

动率 和型，为了发展所谓的随 机波动率模型 (stochastic volatility model ), 人们花费 
隐含波 了大量的努力.在这个框架中，在数据中观察到的厚尾部收益率分布能用来 
动率 建立模型，有时在资产价格中的“跳”可通过波动率中的跳来建立最好的模 
型. 例如，如果根据具有常数利率的泊松过程有跳发生，且在 t 时刻的一个 
跳 Sr/S T - 服从对数正态分布， 那么氏 的分布将是对数正态的，但方差参数 
由一个泊松随机变量的乘积给出（习题 19). 随机波动率也可用于在隐含波动 
率曲线中建立“微笑”的模型，因此通过寻找随机波动率模型和隐含波动率模 
型之间的对应关系来结束 本章. 可再次参见 Davis (2001), —个典型的随机波 
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换句话说，记厶为纟时刻网格位置，则有 

dZ t = S t )dS t + ^(t, S t )St)rdt - dV(t,S t ). 

am 因为是 Black-Scholes 偏微分方程的解，应用伊藤公式，得 

dZ t =^(t, S t )dS t + rdt 

= •苟 |^(。 2 -戽) 出. 

不管模型怎样， v ( r , 办 ） =屯(办）与 r 时刻给定的权益完全一致，因此在 r 
时刻网格位置（事先给定了权益 电 { s T )、 为 



7 A 模型误差 


177 


动率模型是下面的形式 


dSt = fiStdt + a t StdW ^ 


da t = a { S u cr t )dt + b { S t , cr t ) 



其中 { W ^} t ^ o * {^ 2 }*^0是独立的 P - 布朗运动， p 是（0, 1) 中的常数，系 
数 a(x，cr) 和 b ( x , a ) 满足波动率模型. 

与通常一样，我们想求出一个鞅测度.如果 Q 与 P 等价，那么对某些被 
积函数沐]^0和 { O t } t ^ o ^ 它关于 P 的 Radon-Nikodym 导数的形式是 


dQ 

dP 


exp 


(-乂 e s m l s - ■乂 e 2 s ds - f k 一 • / otds 



为了使贴现的资产价格{总}00是一个 Q- 鞅，选取 


<Tt 

然而当不是一个可交易资产时， { e t } t > 0 的选取是任意的，因此无套 
利论证可用于确定它的漂移.在 Q 下， 


和 



是独立的布朗运动 • 因此{况}00和的动力系统可以方便地记为 

dS t = rS t dt + a t S t dX ^ 


和 


这里 


da t = a ( S u a t )dt + b ( S t , cr t ) ypdX } + y/l - p 2 dxf \ 

m- 

o>(St, o"t) = d(St, — b{St, ext) ypOt + \/l : 


现在引入第：：个可交易的资产.假设记为{5,}^ 0 的期权在: T 时刻的执行 
价值为 ^(5 r )， 定义在 t < T 时刻它的值为在测度 Q 下 ^( S T ) 的贴现值，即 


V ( t , S t , a t ) = E ^\ e ^ T ^^( S T ) . 

_ ■ 

多维 Feynman-Kac 随机表示定理（结合通常的乘积法则）告诉我们，函 
mV ( t , x , a ) 满足偏微分方程 
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Ql ( t ， X ， (7) + TX ( t , X ， ( T ) + 0>{tj X , < j ) Qa (亡 ，工， ^") 2 ^ (亡 ，工， C) 

1 0 d 2 V d 2 V 

+ - b { t , x , a ) 2 + paxb { t , x , a ) ( t , x , a ) - rV { t , x ,< j ) = 0, 

记 = V ( t , S t , a t ) 和在我们的记号中减少 V ， a 和 & 对 ( t , S t 7 crt ) 的依赖性， 
伊藤公式的应用告诉我们 


dYt = ^-dt 


dt 


dV 

dx 


dS t 


da 




2 dx 2 


dxda 


rV — rSt 


dV 

dx 


a 


+ rS t gdt + cr t S t 

OX 


2 da 2 

dV _ 

da 

dV 
dx 


b 2 dt 


d 2 V \ 

-^ b e^) dt 

dxl + a^dt + bf^dx} + by/i^^dx^ 






1 2 o 2 ^ 2 y ^ L O d 2 V ^ 1 

2 atSt dx^ dt + pb(TtSt d ^ dt ^2 b d^ dt 


rY t dt + cT t S t ^dX l t + bp~AXl 


by / l ^^ dXf . 


如果映射 a ^ y = V ( t , x , a ) 是可逆的，使得对某些好的函数 D , a = 
D ( t , x , y )， 那么对某些函数 c 和 d ， 

dY t = rYtdt + c ( t , S t , Y t ) dX }-{- d ( t , S t , Y t )dXl 

、 我们现在已经建立了有可交易资产{$}00和 { Y t } t ^ o 的完全市场模型， 

对于这个模型 Q 是惟一的鞅测度，当然，对 {6 t } t ^ o 的每一个选择，我们实际 
上已经建立了这样的市场，并且正是 {0 t } t ^ o 的选择明确确定了函数 c 和 d ， 
正是这些函数告诉我们怎样对冲. 

因此隐含波动率的什么模型对应于这个随机波动率模型？如果在方 
程 (7.12) 中波动率取为 (7(0- 那么隐含波动率夕 (0 将使得 K 是在 （ t ， 叉）上 
取值的 Black - Scholes 价格. 在这种方法中， R } q 0 的每一个选 择或化 }_ 
的等价模型给出了一个隐含波动率的模型. 

关于随机波动率有大量的文献，比较好的文献是 Fouque，Papanicolau 
和 Sircar (2000), 


习题 


1. 验证在 7.1 节中定义的复制投资组合是自融资的. 


习题 
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2. 假设 { V ^ 1 }。 ◦和 { W t 2 } t ^ o 是测度 P 下独立的布朗运动，令 p 为常数 
且 0< p < l . 求系数 { c ^； k , =1 ， 2 使得 


W} 


OLH 


Wl+a 12 Wf 


和 




<^21 


Wt 1 


OC22 


wf 


在测度(□下定义了两个标准布朗运动，且 = pt . 解是惟一的吗? 

h ■ 

3. 假设 F ( t , x ) 是时非齐次的 Black - Scholes 偏微分方程 

签 ( 以 )+ \^ 2 (^ 2 ^^{^x)^rr{t)x~^{t,x)~r{t)F{t,x) = 0 , 


(7-13) 


的解且满足适合于欧式看涨期权定价的边界条件.作变换 


xe 


Fe 0{t \ 


lit ) 


且选取 a ( t ) 和/?⑷使在得到的方程中 w 和的系数为零，并且选择 7(0 去掉剩佘 
时间的依赖性使得方程变为 


dv 



dy 2 


( T ， y ), 


注意到在这个方程中系数与时间无关且与 r 或 < j 无关.推导通过在经典的 Black-Scholes 
公式中作适当的变换可获得方程 （7.13) 的解. 


4-设{吨咖，《 


， n ，是独立布朗运动，证明由 


11851 


Rt = x 

' i— 1 

定义的 { Rth^o 满足随机微分方程.过程 { Rtjt^o 是布朗运动在中的径向部分， 
且被称为〜维贝塞尔过程 （?vdimensional Bessel process ) - 

5. 回顾由 = ( W t \ W t 2 ) 定义的二维布朗运动 { X t } t > o , 其中 

和 { W ?} t > o 是独立的（一维）标准布朗运动•求 { Xt } t >0 的科尔莫戈罗夫倒向方 
程. 

如果{听}*》。和 { W t 2 } t> 0 用相关的布朗运动 {^} t> 。和 { W t 2 } t>0 , 且对某 
些 — 1 < p < 1有 E [ dW t l dW t 2 ] = pdt 来代替，重新计算上述问题. 

6. 利用对冲技巧证明推论 7.2.7 中的结果. 

7. 在已选计价单位有非零波动率的情况下，重述 7.2 节中的 Black - 
Scholes 分析方法，且验证对适当选取的 Q (应该确定)，在: T 时刻收益为 Ct 的衍生 
产品的公平价格仍为 

Vt = B t E Q \^ T t - 

™ m 
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8. 两个交易者在 7.2 节中的同一个完全无套利 Bladc - Scholes 市场中运作，出售 
相等的期权，但选取的计价单位不同，它们的对冲策略有何差别？ 

9. 求复制例 7.2.9 中的双重货币远期合约的投资组合. 

10. — 1 份关于例 7.2.9 中的 BP 股票的双重货币数字合约 （quanto digital contract ) 
规定在 r 时刻当 BP 英镑股票价格 St 大于 K 时支付1美元.假设 7.2 节中 Black - 
Scholes 双重货币模型成立，求这样一份期权在零时刻的价格以及复制投资组合. 

11_ —份关于例 7,2.9 中的 BP 股票的双重货币看涨期权 (quanto call option ) 
在 r 时刻的价值是 E { St - 美元，其中 St 为英镑股票价格.假设 7.2 节 
中 Black - Scholes 双重货币模型成立，求该期权在零时刻的价格以及复制投资组合. 

12. 亚式期权 (Asian option ) 假设市场由一个无风险现金债券和一个 
价格为 { St } t ^ o 的单风险资产组成，且满足 


和 


dBt — rBtdt^ Bo = 1 


+aS t dW u 

其中 { Wt }^ o 是一个 P - 布朗运动. 

—份期权规定在 T 时刻收益为 =电 ( S t ， Zt )， 这里对 IR + x R 中某个（确定 
的）实值函数& 

Z t —\ g^S^du. 

Jo 

根据一般理论可知，这样一份期权在 i 时刻的价值满足 


= e™ r(T ^ t) E Q [^(S T ,ZT)|^t] 


其中 Q 为测度，在该测度下 { S t / B t } t ^ 0 是一 个鞅， 

证明 Vt ^ F { t , S u Z t ), 其中在 R + xRxlR 中的实值函数 F ( t , x ， z ) 是 


{ dF 8 F 1 2 2 d 2 F dF 

-m +rx d^ + r x d^ +9 ^I 

F ( T , x , z ) = ^( x , z ). 

的解.进一步证明根据在 t 时刻由 


— rF = 0, 


<pt = 


dF 

dx 


(t ， s t ,z t ) 


份额的股票和 

也 …- rt ( F ( t , S t , Z t )- S t ^( t , St , Z t )) 
份额的现金债券组成的自融资投资组合可对冲权益 C T . 




13. 假设 { N t } t>0 为泊松过程且在 P 下其强度为 { At } t>0 . 证明由 


Mt = N t - / X s ds 

Jo 

定义的是一个关于由 { N t } t ^ o 生成的 a -域的 P - 鞅. 

14. 假设 { N t } t>0 是一个在 P 下其强度为的泊松过程且 { M t }^o 为对 
应的泊 松鞅. 验证对一个可料过程 

f fsdM s 

Jo 

是一个 P - 鞅. 

15. 如果在驱动资产价格的随机微分方程中允许系数是 { T t } t > o - 适应过程，并假 
定存在某些确定的边界条件，那么证明 7.3 节中的分析方法仍是有效的， 

16. 证明定理 7.3.5 中的过程 { L t } t> o 是一个泊松指数鞅和一个布朗指数鞅的乘 
积，并由此证明它是一个鞅. 

17. 证明在经典的 Black-Scholes 模型中，对欧式看涨（或看跌）期权， V 是严格 
正的. 推导对标准期权能从其价格中推出 Black-Scholes 模型的波动率参数. 


18. 假设是欧式看涨（或看跌）期权在 t 时刻的 Black-Scholes 价格，已 
知 t 时刻的股票价格为 X ,证明0^0, 

19. 假设根据强度为常数 A 的泊松过程，资产价格满足带跳的几何布朗 
运动. 在每个独立跳的时刻 T ， S T / S T _ 服从对数正态分布.证明，对每个固定的 t ，5 t 
服从方差为 ( T 2 的对数正态分布，这里方差 <7 2 由泊松随机变量的倍数给出. 


参考书目 


背景 读物: 


• Probability，an Introduction , Geoffrey Grimmett and Dominic Welsh , Ox ¬ 
ford University Press (1986). 

• Options , Futures and Other Derivative Securities ,John Hull , Prentice - 
Hall (Second edition 1993). 


Grimmett & Welsh 的书中包含了我们需要的概率论知识的所有内容 . Hull 
的书中内容金融从业人员非常熟悉，书中详细解释了在建立模型之前市场的运 
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得诺贝尔奖的著名研究工作的内容. Musiela & Rutkowski 的书提供了一个百 
科全书式的参考读物. 

布朗运动，鞅和随机分析： 

• Introduction to Stochastic Integration , Kai Lai Chung and Ruth Williams , 
Birkhauser(Second edition 1990). 

• Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes f Nobuyuki Ike - 
da and Shinzo Watanabe , North - Holland (Second edition 1989). 

• Brownian Motion and Stochastic Calculus ， Ioaimis Karatzas and Steven 
Shreve ， Springer - Verlag(Second edition 1991), 

• Probability with Martingales ， David Williams，Cambridge University Pr - 
ess (1991). 

Williams 的书系统介绍了离散参数鞅和更多的概念（积分法，条件期望， 

测度等等) • 其他的书都是研究连续模型. Chung&WiUiams 的书简短易读，但 
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记号 

金融术语和 Black-Scholes 模型 

T， 到期时间. 

cv ， r 时刻的权益价值. 

{S n } n>0 r {Sth^o 原生股票价值. 

K, 标准期权的敲定价格. 

(S T - K) + = max(S T - 翊 . 
r ， 连续复利利率. 

(J* 波动率. 

1P, 概率测度，通常称为市场测度. 

Q， 等价于市场测度的鞅测度. 

E ^, Q 的期望值. 

缓， Q 关于 P 的 Radon-Nikopdym 导数. 

{St) t>Q , 原生股票的贴现值 .一 般地，对过程 = ，其 
中 {Bth^o 表示 * 时刻的无风险现金债券的价值. 

V(tx), 当股票价格 = x 时，投资组合在 t 时刻的值，即期权 Black- 

Scholes 的价格， 


一 般概率 

(nrF) ,概率空间. 

P[A|B], A 关于 B 的条件概率. 

屯， 标准正态分布函数. 
p(txy) f 布朗运动的转移密度. 
x = y , 随机变量 x 和 y 具有相同的分布. 
Z 〜 iV(01), 随机变量 Z 服从标准正态分布. 
E[X;A] f 见定义 2.3.4. 

鞅和其他随机过程 


{M t }t >Q , 在某些规定概率测度下的鞅. 
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记号 


的二次变差. 

{^ n } n^Oy f CT -域流 • 

({ A X } ⑶)，由过程 {X n } n ^ Q {{X t } t>Q ) 生成的泛 - 域流. 
E[X\^\, E^n+^X^ 条件 期望； 见 30 〜 40 页， 

在规定测度下的布朗运动（一般是市场测度）， 

X*(t), X,(t) 对应于 {X t } t>0 的最大值和最小值过程. 

杂类 

=,定义为. 

6 ( n ), 划分 tt 的网格. 

/ U ， 函数/在 a : 处的值. 

0 1 (0 为向量或矩阵)，0的转置. 
x > Ox » 0,向量: ceE n ， 见第 10页. 



索引页码为英文原书页码，与页边标注的页码 一致. 


A 

adapted (适应的 )， 29, 64 
arbitrage (套利)，5, 11 
arbitrage price (套利价格)，5 
Arrow-Debreu securities ( Arrow - 
Debreu 证券 )，11 
at the money (平值 )，3 
attainable claim (可达权益 )，14 
axioms of probability (概率公理 )，29 

B 

Bachelier (巴舍利耶)，51， 102 
Bessel process (贝塞尔过程)， 186 
squared (平方 〜)， 109 
bid-offer spread (买卖价差 )，21 
binary model (两值模型)， 6 
Binomial Represent at ion Theorem 

(二项式表示定理 )，44 
binomial tree (二项式树)， 24 
Black-Scholes equation ( Black - 
Scholes 方程)，121，135, 136 
similarity solutions (〜 相似 
解 )，137 

special solutions (~ 特解）， 136 
variable coefficients (变系数 〜)， 


162, 186 

Black-Scholes model (Black-Scholes 

模型） 

basic ( 基本 〜)， 112 
coupon bonds (息票债券 )， 131 
dividends (红利） 

continuous payments (连续 
支付〜 )，126 

periodic payments (定期支 
付〜)， 129 

foreign exchange (外汇)， 123 
general stock model (一般股票模 
型 )，160 

multiple assets ( 多资产)， 163 
quanto products (双重货币工具 
产品 )，173 

with jumps ( 带跳)， 175 
Black-Scholes pricing formula (Black- 
Scholes 定价公式)， 45, 120, 135 
bond ( 债券)， 4 

coupon ( 息票 〜)， 131 
pure discount (纯 贴现〜 )， 131 
Brown exponential martingale (布朗 
指数鞅 )，65 

Brown motion ( 布朗运动） 
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索 弓 


definition (定义 )， 53 

finite dimensional distributions 

(有限维分布 )，54 
hitting a sloping line (到达斜线)， 
61， 69 

hitting time (到达时间 )， 59, 66， 
69 

Levy's characterisation (莱维特 
征)， 90 

Levy’s construction ( 莱维构造)， 
56 

maximum process (最大值过程)， 
60, 69 

path properties (路 径性质 )，55 
quadratic variation (二次变差)， 
75 

reflection principle (反射原理)， 

60 

scaling (尺度)，63 

transition density (转移密度)，54 

with drift (带漂移)，63, 99, 110 

C 

crnllag (右连左极)，66 
calibration (校准)，181 
cash bond (现金债券)，5 
Central Limit Theorem (中心极限定 
理)，46 

chain rule (链式法则） 

ltd stochastic calculus (伊藤随机 
分析)，见 It6’s formula 
Stratonovich stochastic calculus 

(斯特拉托诺维奇随机分析)， 
109 

change of probability measure (概率 
测度变换） 

continuous process (连续过程)， 

见 Girsanov’s Theorem 


on binomial tree (在二项式树上)， 
97 

claim (权益)，1 
compensation (补偿） 

Poisson process (泊松过程)，177 
sub/supermartingale (下/上鞍)， 
41 

complete market (完全市场)，9，16， 
47 

conditional expectation (条件期望)， 
30 

coupon (息票)，131 
covariation (共变)，94 
Cox - Ross-Rubinstein model ( Cox - 
Ross-Rubinstein 模型)， 24 

D 

delta ⑷ ，122 

delta hedging (S- 对冲)， 135 
derivatives (衍生产品）， 1 
discounting (贴现)，14, 32 
discrete stochastic integral (离散随机 
积分)，36 

distribution function (分布函数)，29 
standard normal (标准正态 〜)， 
47 

dividend-paying stock (支付红利股 
票)，49, 126 

continuous payments (连续支付)， 
126 

periodic dividends (定期分红)， 
129 

three steps to replication (复制 
三步骤 )，127 

Doleans-Dade exponential ( Dol ^ ans - 
Dade 指数)， 177 

Dominated Convergence Theorem (控 
制收敛定理)， 67 
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Doob’s inequality ( 杜布不等式 )，80 
doubling strategy ( 双重策略 )， 113 

E 

equities ( 股权 )，126 

periodic dividends ( 定期分红)， 
129 

equivalent martingale measure (等价 
鞅测度 ) ， 15, 33, 115 
equivalent measure ( 等价测度 ) ， 15, 
37, 98 

exercise boundary ( 执行边界 )，151 
exercise date ( 执行日 ），2 
expectation pricing ( 期望价格 ) ， 4, 14 

F 

Feynman-Kac Stochastic Representa¬ 
tion Theorem (Feynman-Kac 随 
机表示定理 )， 103 
multifactor version (多因子形 
式 )，170 

filtered probability space (过滤概率 

空间 )，29 

filtration {a - 域流 ) ， 29, 64 
natural (自然 ~) ， 29, 64 
forward contract ( 远期合约 )， 2 

continuous dividends ( 连续分红)， 
137 

coupon bonds ( 息票债券 )，137 
foreign exchange ( 外汇 ) ， 20, 124 
periodic dividends ( 定期分红)， 
131 ， 137 

strike price ( 敲定价格 )，5 
forward price ( 远期价格 )，5 
free boundary ( 自由边界 )，152 
FTSE， 129 

Fundamental Theorem of Asset Pric¬ 


ing ( 资产定价基本定理 ) ， 12, 15, 
38, 116 

futures ( 期货 )，2 

G 

gamma ( 7 )，122 

geometric Brownian motion (几何布 
朗运动 )，87 

Ito ? s formula ( 伊藤公式 )，88 
justification ( 论证 )，102 
Kolmogorov equation (科尔莫戈 
罗夫方程 )， 106 

minimum process ( 最小值过程)， 
145 

transition density ( 转移密度)， 
106 

Girsanov’s Theorem (Girsanov 定理)， 
98 

multifactor ( 多因子 )，166 

with jumps ( 带跳 〜)，178 
Greeks ( 希腊字母 )，122 

for European call option (欧式看 
涨 期权 〜 >，136 

guaranteed equity profits (担保股权 
收益 )，129 

H 

Harrison & Kreps，12 
hedging portfolio ( 对冲投资组合)， 

见 replicating portfolio 
hitting times ( 到达时间 ) ， 59 ,也见 
Brownian motion 

I 

implied volatility ( 隐含波动率)， 

见 volatility 
in the money ( 实值 )，3 
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L 


incomplete market ( 不完全市场 )， 17, 
19 

infinitesimal generator (无穷小生成 
元 )，105 

interest rate ( 利率 )，105 

Black-Karasinski model (Black- 
Karasinski 模型)， 110 
continuously compounded (连续 

复利 )，5 

Cox-Ingersoll-Ross model (Cox- 
Ingersoll-Ross 模型)， 109 
risk-free (无风险 ， 5 

Vasicek model (Vasicek 模型)， 
109, 110 

intrinsic risk ( 内在风险 )， 19 
Ito integral ( 伊藤积分)，见 stochastic 
integral 

Ito isometry (伊藤等距 )，80 
It6’s formula ( 伊藤公式） 

for Brownian motion (布 朗运动), 
85 

for geometric Brownian motion 

( 几何布朗运动 )，88 
for solution to stochastic differen¬ 
tial equation (随机微分方程 
的解 )，91 

multifactor ( 多 因子 〜 )，165 
with jumps ( 带跳 〜)， 176 

J 

Jensen’s inequality ( 詹生不等式 )， 50 
jumps (跳 )，175 

K 

Kolmogorov equations (科尔莫戈罗夫 
方程)， 104, 110 
backward ( 倒向 〜 ) ， 105, 186 
forward ( 前向 〜)， 106 


L 2 -limit (L 2 极限 )， 76 
Langevin’s equation ( 郎之万方程)， 
109 

L4vy’s construction ( 莱维构造 )， 56 
Lipschitz-continuous ( 利普希茨连续)， 
108 

local martingale ( 局部鞍 )，65 
localising sequence ( 局部化序列 )，87 
lognormal distribution (对数正态分 
布 )，4 

long position ( 多头 )， 2 

M 

market measure ( 市场测度 ) ， 33，113 
market price of risk ( 市场风险价格)， 
134, 179 

market shocks ( 市场震荡 )， 175 
Markov process ( 马尔可夫过程 ) ， 34 ， 
49 

martingale ( 戟 ) ， 33, 49, 64 

bounded variation ( 有界变差)， 

84 

square-integrable ( 平方可积)， 

100 

martingale measure ( 戟测度 )，15 
Martingale Representation Theorem 

( 鞅表示定理 )，100 
multifactor (多因子 ~)，168 
maturity ( 到期日 )，2 
measurable ( 可测的 )，29 
mesh ( 网格 )，73 
model error ( 模型误差 )，181 
and hedging ( 对冲 )，181 
multifactor model ( 多因子模型 )，163 
multiple stock models ( 多股票模型)， 
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10, 163 

mutual variation ( 相互变差 )，94 

N 

Novikov’s condition (Novikov 条件)， 
98 

numeraire ( 计价单位 )，126 

change of ( 计价单位变换 ) ， 20 ， 
125, 171 

0 

option ( 期权 )，2 

American ( 美式期权 ) ， 26, 42, 150 
call on dividend-paying 
stock (支付红利的看涨 
股票 〜)， 49 

call on non-dividend-paying 

stock (不支付红利的看 
涨 股票〜 ) ， 27, 50 
cash-or-nothing (现金或无 
值 〜)，157 

exercise boundary (执行边 
界 )，151 

free boundary value problem 

( 自由边值问题 ) ， i 52 
hedging ( 对冲 )， 43 
linear complementarity pro¬ 
blem ( 线性互补问题)， 

152 

perpetual ( 永久〜 ) ， 157, 158 
perpetual put ( 永久看跌 〜)， 

153 

put on non-dividend-paying 
stock (不支付红利的看 
跌股票 〜 ) ， 27, 48, 157, 
158 

Asian ( 亚式期权 ) ， 149, 157, 187 


asset-or-nothing (资产或无值期 
权 )， 155 

barrier ( 障碍崩权 ) ， 145，148 
binary ( 两值期权 )，140 
call ( 看涨期权 ) ， 2, 127 

coupon bonds 彳息 票债券 〜)， 

137 

dividend-paying stock (支付 
红利的股票〜 ) ， 127 ， 

137 

foreign exchange ( 夕卜汇〜)， 
137 

call-on-call ( 看涨的看涨 〜 )， 143 
cash-or-nothing ( 现金或无值 〜)， 
48, 140 

chooser ( 选择 〜)，156 
cliquets ( 小 集团 〜 143 
collar ( 双限 〜)， 154 
compound ( 复合 〜)， 143 
contingent premium (偶然溢价 
〜)， 155 

digital ( 数字 〜 ) ， 20, 48, 140, 154, 
155 

double knock-out ( 二次敲出 〜)， 
149, 157 

down-and-in ( 下降敲入〜 ) ， 145, 

147, 157 

down-and-dut ( 下降敲出 〜 ) ， 145, 

148, 156 

European ( 欧式 〜)， 2 

hedging formula ( 对冲公式 ), 
8, 25, 121 

pricing formula ( 定价公式)， 
8, 23, 45, 118 
exotic ( 奇异 〜)， 139 
foreign exchange (夕卜汇 17 ， 
122 
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forward start ( 远期启动 〜 ) ， 48, 
141 


guaranteed exchange rate for- 

ward (担保汇率远期合约 
〜)， 172 


lookback call ( 回望看涨 〜)， 145 
multistage ( 多 阶段 〜 )，142 
on futures contract (远期合约 


〜)，156 

packages ( 组合 〜 ) ， 3, 18, 139 
path-dependent ( 依赖路径的 〜)， 
144; 也见 （ option) Ameri¬ 
can, Asian 


pay-later ( 迟付 〜)， 155 
perpetual ( 永久〜 ) ， 137, 157 
put ( 看跌 〜 )， 2 

put-on-put ( 看跌的看跌 156 
ratchet ( 棘轮 〜)， 155 
ratio (比率 ~)，142 
up-and-in ( 上升敲入 〜)，145 
up-and-out ( 上升敲出 〜)， 145 
vanilla ( 标准 〜 ) ， 3, 139 
也见 quanto 


Optional Stopping Theorem (可选停 
止定理 ) ， 39, 49, 66 

optional time ( 可选时间)，见 stopping 
time 


Ornstein-Uhlenbeck process (Ornstein- 
Uhlenbeck 过程 )，109 
out of the money ( 虚值 )，3 

P 


packages ( 组合 ) ， 3, 1& 139 

path probabilities ( 路径概率 )，26 

payoff ( 收益 )，3 

perfect hedge ( 完全对冲 )，6 

pin risk ( 针风险 )， 141 

Poisson exponential martingale (泊松 


指数鞅 )， 177 

Poisson martingale ( 泊松缺 ) ， 177 , 187 
Poisson random variable (泊松随机变 

量 )， 175 

positive riskless borrowing (正的无风 
险利率 )，14 

predictable ( 可料的 ) ， 36, 78 
predictable representation (可料表示 
法 )，100 

previsible ( 可料的)，见 predictable 
probability triple ( 概率空间 )，29 
put-call parity ( 看跌 - 看涨平价公式 ), 
19, 137 

compound options ( 复合期权 〜), 
156 

digital options ( 数字 期权 〜 )， 154 

Q 

quadratic variation ( 二次变差 ) ， 75 ， 
108 

quanto ( 双重货币工具 )，172 

call option ( 看涨期权 〜)， 187 
digital contract (数字合约 
187 

forward contract ( 远期合约 〜)， 
172, 186 


R 


Radon-Nikodym derivative (Radon- 
Nikodym 导数 ) ， 97, 98 
random variable ( 随机变量 )，29 
recombinant tree ( 重组树 )， 24 
reflection principle ( 反射原理 )，60 
replicating portfolio ( 复制投资组合)， 
6, 23, 44 
return ( 回报 )，4 

Riesz Representation Theorem (里斯 
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表示定理)， 12 

risk-neutral pricing ( 风险中性定价)， 
15 

risk-neutral probability measure (风 

险中性概率测度)， 13, 15 

S 

sample space ( 样本空间)， 29 
self-financing ( 自融资)， 23, 26, 35 ， 
113, 127, 137 
semimartingale ( 半鞍 )，84 
Separating Hyperplane Theorem (分 

离超平面定理 )， 12 
Sharpe ratio (Sharpe 比率)， 134 
short position ( 空头 )， 2 
short selling ( 卖空 )， 6 
a-field (a - 域 )， 29 
simple function ( 简单函数 )， 79 
simple random walk (简单随机游动)， 
34, 39, 49, 51 

Snell envelope (Snell 包络 )， 43 
squared Bessel process (平方 Bessel 

过程 )， 109 

state price vector ( 状态价格向量)， 11 
and probabilities < 概率 )，14 
stationary independent increments 
( 平稳独立增量 )，52 
stochastic calculus ( 随机分析） 

chain rule ( 链式法则)，见 ltd’s 
formula 

Pubini’s Theorem ( 富比尼定理)， 
96 

integration by parts (product 
rule) [ 分部积分（乘积法则 )]， 
94 

multifactor ( 多因子 )， 166 
stochastic differential equation (随机 
微分方程)， 87, 91 


stochastic integral ( 随机积分 )， 75 
discrete ( 离 散 〜 )， 36 
It6( 伊藤 ) ， 78, 83 

integrable functions (可积函 

数 )，81 

Stratonovich ( 斯特拉托诺维奇)， 
78, 108 

with jumps ( 带跳 )，176 
with respect to semimartingale 
( 关于半鞅 )， 83 

stochastic process ( 随机过程 )， 29 
stopping time ( 停时 ) ， 38, 59 
straddle ( 同价对敲 )，4 
Stratonovich integral (斯特拉托诺维 
奇积分 ) ， 78, 108 
strike price ( 敲定价格 )，2 
submartingale ( 下軼 )，33 
compensation ( 补偿 )，41 
supermaxtingale ( 上鞍 )，33 

and American options (美式期 
权 ), 42 

compensation ( 补偿 )，41 
Convergence Theorem (收敛定 
理 )，41 

theta ⑹，122 

three steps to replication (复制三步 

骤） 

basic Black-Scholes model (基 
本 Black-Scholes 模型 )，118 
continuous dividend-paying stock 

( 连续支付红利的股票 )，127 
discrete market model (离散市场 

模型 )，45 

foreign exchange ( 夕卜汇 )，123 
time value of money (货币的时间价 
值)，4 


194 


索引 


tower property ( 塔性质 )，32 
tradable assets ( 可交易的资产 ) ， 123, 
126, 130 

and martingales ( 缺 ) ’ 133 
transition density ( 转移密度 ) ， 54, 
104-106 

U 

underlying ( 原生 )，1 

V 

vanillas ( 标准期权 )，139 
variance ( 方差 )，54 
variation ( 变差 73 


and arbitrage ( 套利 )，73 
p-varisttion {jh 变差 )，73 
vega ⑺，122 

vega hedging (V- 对冲 )，183 
volatility ( 波动率 )，120 

implied ( 隐含波动率 ) ， 120, 181 
smile ( 波动率微笑 ) ， 181，183 
stochastic ( 随机波动率 )，183 
and implied 和隐含波动 
率 )，183 

W 

Wiener process ( 维纳过程)，见 Brow¬ 
nian motion 





































